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УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ ПЕРИОДИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ  
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА  

С КВАДРАТИЧНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ ЧАСТЬЮ  
 

В.В. Абрамов 
 

Рязанский государственный университет имени С.А. Есенина 
 

CONDITIONS OF EXISTENCE OF THE PERIODIC SOLUTION  
OF THE SECOND ORDER OF A DIFFERENTIAL EQUATION  

WITH A SQUARE NONLINEAR PART 
  

V.V. Abramov 
 

 
Исследуется нелинейное уравнение второго порядка  

с постоянными коэффициентами при наличии периодического 
неоднородного слагаемого. Использованы свойства изоклин 
соответствующей системы. Построена прямоугольная положи-
тельно инвариантная область. Получены достаточные коэффи-
циентные условия существования и асимптотической устойчи-
вости периодического решения.  

 

We investigate a second-order nonlinear equation with con-
stant coefficients in the presence of a periodic inhomogeneous term. 
The properties of the isoclins of the corresponding system are used. 
A rectangular positively invariant domain is constructed. Sufficient 
coefficient conditions for the existence and asymptotic stability  
of the periodic solution are obtained. 

 

Ключевые слова: дифференциальное уравнение, перио-
дическое решение, устойчивость, нелинейный осциллятор. 

 
 

Keywords: differential equation, periodic solution, stability, 
nonlinear oscillator. 

 
 

Пусть дано уравнение вида 
,0)()( 22  xxxxtcxbaxx       (1) 

в котором constba  ,,,, , c(t) – ограниченная 
T-периодическая функция. 

Задача. Определить коэффициентные усло-
вия существования устойчивого T-периодического 
решения уравнения (1). 

Уравнение (1) относится к классу обобщен-
ных уравнений Рэлея. Результаты исследований по 
проблеме существования периодических решений 
уравнений типа Льенара, Рэлея и их обобщений 
изложены в книге [1]. Локальный результат при 
наличии кубической нелинейности получен в ра-
боте [2]. В данной работе для решения поставлен-
ной задачи применим метод канонических облас-
тей, основанный на следующем утверждении. 

Теорема 1 [3]. Пусть система ),( xtfx    
с T-периодической по t правой частью обладает 
свойством существования и единственности  
решения на множестве DR . Если существует 
выпуклый компакт D , для которого на гра-
нице  , заданной равенствами 0)(  xi , где 

)(xi  непрерывно дифференцируемые функции, 
выполняются условия 0)),(),((  xtfxgrad i , 

mi ,1 , то рассматриваемая система имеет  
T-периодическое решение с начальным значением 
в int . 

Сведем уравнение (1) к эквивалентной нор-
мальной системе. Допустим, ykxx  , где k  – 
некоторое число. Тогда yxkx   . Подставим x , 

x  в уравнение (1) и получим соотношение xk 2  
 xykxxtcbybkxaxyky  22)(  

,02222  kxyyxk   из которого выразим y  

      (2222 xykbkaxykkx  
).()()2 tcbkyk    Всюду далее будем предпо-

лагать, что выполняется равенство  
.02  k  

Итак, уравнению (1) соответствует система  

 
   















).(

),,(

,),(

2

222
2

1

tсbkykbkax

ykxyxtfy

ykxyxfx





       (2) 

Чтобы решить задачу по теореме 1, будем ис-
кать для системы (2) положительно инвариантный 
выпуклый компакт   на фазовой плоскости xOy .  

Установим необходимые условия существо-
вания периодического решения. Для этого изучим 
расположение изоклин 0,0  yx   системы (2), 

которые обозначим соответственно 0, tII   (изо-
клина нуля является подвижной). 
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При каждом t изоклина )( 0
tII   делит  

плоскость xOy на две части: внутреннюю,  
где )0(0  yx  ; внешнюю, где ).0(0  yx    
Эти части обозначим соответственно 

).,(, intint ext
tt

ext YYXX  Построим для 0
tI  соот-

ветствующие неподвижные (стационарные) внут-
реннюю и внешнюю части фазовой плоскости: 

}.,0),,(:),{(

},,0),,(:),{(

2
int

2

RtyxtfyxY

RtyxtfyxY ext




 

Очевидно, intint, t
ext

t
ext YYYY   при всех .Rt  

То есть изоклины удовлетворяют условиям 

,,

,
int0

int

ext
t

ext

YYYYI

XXXXI








 

где Y – область, содержащая все 0
tI . 

Нетрудно убедиться в справедливости сле-
дующего утверждения. 

Лемма. Если область   удовлетворяет тео-
реме 1, то не может выполняться ни одно из усло-
вий:   .,,, intint YYXX extext   

Далее в силу леммы при построении канони-
ческой области   будем использовать включение 

.YX   Кроме того,   удобно искать в виде 
прямоугольника ABCD:  

).1;0(;0),(:
);0;1(;0),(:

);0;1(;0),(:
);1;0(;0),(:

424

313

222

111








gradyyyxDC
gradxxyxAD
gradxxyxBC
gradyyyxAB

 

При этом требуется проверка неравенств того же 
порядка, что и правая часть рассматриваемой  
системы. Тогда теорему 1 можно сформулировать  
в следующем виде. 

Теорема 2. Пусть правая часть системы (2)  
на границе ABCD удовлетворяет условию  

















.0,0),,(
,0,0),(
,0,0),(

,0,0),,(

42

31

21

12

еслиyxtf
еслиyxf
еслиyxf

еслиyxtf

 

Тогда система (2) имеет T-периодическое решение 
с начальным значением внутри ABCD. 

Допустим, для системы (2) построена поло-
жительно инвариантная область  , удовлетво-
ряющая теореме 1. Произвольно выберем 

1
1

1

xz y
   
 

, 









2

2
2 y

x
z   – решения системы (2)  

в векторной форме ))(,0()( tccolonzfz  . В силу 

системы (2) для функции 2
2121 )(),( zzzzV    

по формуле Лагранжа получим  
))(~()(2),( 212121 zzzFzzzzV T  , 

где 





























T

z
zf

z
zfzF )~()~(

2
1)~(  – симметризо-

ванная матрица Якоби, z~  – некоторый вектор, 
выбор которого зависит от 1z  и 2z . Если 0V  
при 0t , то V строго убывает при 0t . Допус-
тим, 1z  и 2z  – различные T-периодические  
решения с траекториями, лежащими в Ω. Тогда 

)0()0( 21 zz   и ))0(),0(( 21 zzV ))(),(( 21 TzTzV ,  
то есть 221221 )()()0()0( TzTzzz  . Следова-

тельно, функция )()()( 21 tztztz   не является  

T-периодической. Таким образом, если 0V   
в  , то в   содержится единственная траектория 
периодического решения системы (2). Более того, 
если 0V  в   и )(1 tz  – T-периодическое 
решение системы (2), то для любого другого  
решения )(2 tz  имеет место оценка 

))0(),0(( 21 zzV ))(),(( 21 TzTzV . Значит, оператор 
монодромии отображает окрестность начального 
значения )(1 tz  в себя. Отсюда по индукции следу-
ет асимптотическая устойчивость периодического 
решения )(1 tz  [3]. 

Если 0)( zF  в области  , то 0),( 21 zzV . 

Для системы (2) имеем 11 12

12 22
( ) F FF z F F

    
,  

kF 11 ,   2/1)()(2 22
12  kbkakxF  , 

)(222 bkyF   . По критерию Сильвестра усло-
вие 0)( zF  в   равносильно системе оценок для 
главных миноров:  

 













.041)()(2

))(2(
,0

222

2

1

kbkakx

kbky
k



  

Итак, если существование периодического реше-
ния системы (2) установлено по теореме 1, то для 
асимптотической устойчивости этого решения 
достаточно, чтобы в   имели место оценки 

0,0 21  . Поэтому всюду далее, решая по-
ставленную задачу, будем полагать, что выполня-
ется условие 

.0k                                 (3) 
При этом из принятого ранее условия 02  k  
следует, что коэффициенты  ,  одного знака. 

Рассмотрим невырожденный частный случай 
соответствия изоклины 0

tI  одной из стандартных 
форм для кривых второго порядка, когда система 
(2) не является линейной. 

Будем использовать обозначения 
).(sup);(inf

],0[
2

],0[
1 tcctcc

TT
  



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
 

ВЕСТНИК РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ ЕСТЕСТВЕННЫХ НАУК · 2018/4 5

Допустим, 0  ,0 2  k . Выделим пол-

ные квадраты в уравнении для 0
tI :  

.0
4

)(
)(4
)()(

2)(2
)(

2

2

22

22

2

2
2










 














 
























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k
kbkatc
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k
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 (4) 

Обозначим  00 , yx 








 






 2
;

)(2 2

2 bk
k

kbka  – 

центр кривой, заданной равенством (4), на декар-
товой плоскости. 

Найдем условия существования положитель-
но инвариантной прямоугольной области, ограни-
ченной контуром ABCD  согласно теореме 2. 
При этом две стороны прямоугольника 















102

2

101

1 ,
  :

,
,

  :
 xxx

kxy
CB

xxx
kxy

AD  

согласуются с расположением изоклины беско-
нечности (см. рис. 1), то есть должны соблюдаться 
оценки 12 kxy   и 21 kxy  . 

 

Рис. 1. Расположение положительно инвариантной  
прямоугольной области и изоклины бесконечности системы (2) 

Изоклина 0
tI  при любом Rt   представляет 

собой невырожденную кривую (эллипс или гипер-
болу), если справедливо неравенство 

mc 2 ,                              (5) 

в котором 
 4

)(
)(4
)( 2

2

22 bk
k
kbkam 





 .  

Допустим, справедливы оценки 

           ,0   ,0 2  k                   (6) 

Тогда при любом Rt   изоклина 0
tI  – это невы-

рожденный эллипс с центром  00 , yx  и с полу-

осями 2
)(

k
tcm

 

 , 


)(tcm  .  

При этом полуоси границы 1
0I  области intY : 




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T


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







 
 , 

полуоси границы 2
0I  области extY : 

,)(sup
2

1
2],0[

2
k
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k
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T  





















  


1

],0[
2
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
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
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

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 
 . 

Предположим, что: 
1) точка  00 , yx  лежит выше изоклины I ,  

2) точка  200 , syx   лежит ниже I ,  

3)  1
0II  , то есть уравнение (4) имеет 

решение при 2)(, ctckxy  , 

4) пересечение линий 2xx   и 2
0I  распола-

гается выше пересечения линий 2xx   и I . 
Тогда справедливы оценки 

 2)(22 2

2
1 bk

k
kbkakcmbk 










 ,     (7) 

04 2
2  ca  ,                          (8) 

  .1)( 2
212010 qsyxk           (9) 

Нетрудно видеть, что при этом границы области 
  можно выбрать в виде 

,
, :

,,  :

21

202

22201

xxx
yyyDC

syyyAB









 

где ),( 112 qq  – некоторое число (см. рис. 2). 

 
Рис. 2. Расположение положительно инвариантной  

прямоугольной области и неподвижных изоклин системы (2) 
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Итак, в силу теоремы 2 система 2 имеет пе-
риодическое решение. Как уже сказано ранее, для 
его асимптотической устойчивости достаточно, 
чтобы в   выполнялась оценка 02   или, что 
то же самое, 0min 2 


. 

В силу условий (3), (5) функция 2  убывает 
по переменной y . Поэтому при 21 xxx   долж-
но быть справедливо неравенство 

 
  .041)()(22

41)()(2

))(2(

222
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222

2
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kbkakxk

kbkakx

kbky







 

Следовательно, требуется выбрать )0,( 12 q . 

Так как 
)(2 2

2

0
k

kbkax
 


 , то последнее неравен-

ство примет вид 



 02

2
0

)(2

81
xx
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k
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
 

)(2

81
2
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k








 . Для соблюдения этого условия не-

обходима оценка )8(12 k  . В области   имеем 

1010   xxx . Значит,  

)(2

81

)(2
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2
2
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2

k

k

k
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

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







.        (10) 

Для локализации области   допустим  IDB, , 
то есть справедливы равенства  

  kkxy /2001   ,   kkxy /2001   . 
Тогда из условия (10) получим неравенство 

)(2

81

)(2
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2
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2
2
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k
kkk
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








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










,   (11) 

в котором 00 kxy  . Так как 0  по условию 
(7), то оценка (9) выполняется, по крайней мере, 
при любом ]0,[ 21 q . Выберем 01   или, что 
то же самое, 02   . Это равенство возможно, 
если справедливо неравенство 

0
)(22

1
2

2

2 














cm
k
kbkakbks .   (12) 

Неравенство (12) следует из условия (7). Значит, 
при 02   в силу условия (7) оценка (11) приоб-
ретает вид 

.0
)(2

81 2
2
2 








kk

k 




              (13) 

При условии (13) справедливо неравенство 
0min 2 


, которое обеспечивает устойчивость 

периодического решения с траекторией, лежащей 
в области  . 

Итак, доказано следующее утверждение. 

Теорема 3. Пусть выполняются условия (3), 
(5), (6), (7), (8). Тогда уравнение (1) имеет  
T-периодическое решение, начальные значения 
которого расположены в области, ограниченной 
прямыми  

.
)(2
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,
2
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,
2

 :

,
)(2
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

 

Если существует  212 },min{:  q )8(1 k , 
при котором имеет место оценка (13), то периоди-
ческое решение асимптотически устойчиво. 

Пример. Рассмотрим уравнение вида (1) 

.02/)(332

8/cos32
22 



xxxx

txxx




             (14) 

Вычислим .1)2/(  k  Выполняется 
условие (3). Составим систему вида (2) 











.8/cos22/32/

,
22 tyyxy

yxx




      (15) 

Изоклины системы (15) и окрестность множества 
YX   изображены на рисунках 3, 4 (следующие 

далее изображения получены в пакете Maple). 

 
Рис. 3. Расположение неподвижных изоклин системы (15) 

 
Рис. 4. Локализация пересечения множеств X и Y  

для системы (15) 
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Вычислив ,8/1,8/1 21  cc  3/2m , по-

лучим, что 2cm  , 034 2
2  ca  . Значит,  

выполняются условия (5), (8).  
Так как 02/3  , 02/12  k , то вы-

полняется условие (6). 
Координаты центра неподвижных изоклин 

нуля: 00 x , 3/20 y . Полуось изоклины 2
0I  

вдоль оси Оу равна 6/192 s . Поэтому  

0020 00598,0 ykxsy  . 
То есть выполняется условие (7). 

Выберем  

).
12
1,

6
39()

8
1},,min{(

3
1

12 
k

q


  

Тогда получим 

0
3
11

)(2

81 2
2
2 








kk

k 




. 

Значит, выполняется условие (13). 
Итак, по теореме 3 уравнение (14) имеет 

асимптотически устойчивое 2π-периодическое 
решение. Полученный вывод иллюстрируют  
рисунки 5, 6. Заметим, что расположение цикла  
на рисунке 5 соответствует области, изображенной 
на рисунке 4. 

 
Рис. 5. Траектории системы (15) 

 
Рис. 6. Интегральные кривые системы (15) 
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ON THE POSSIBILITY OF CONSTRUCTING SOLVING  
DIFFERENTIAL EQUATIONS  

OF THE MATHEMATICAL THEORY OF PERFECT INDEXES 
 

S.I. Agarkov 
 

 
В работе рассматривается вопрос о возможности аппрок-

симации индекса Дивизиа  с помощью метода наименьших 
квадратов, что позволяет перейти к практическому использова-
нию непрерывных функций в теории экономического анализа.   

 
Ключевые слова: математическая теория индексов,  

индекс цены Дивизиа, траекторное направление, метод наи-
меньших квадратов. 

The paper considers the question of the possibility of 
approximation of Divisia  index using the method of least squares 
that allows you to navigate to the practical use of continuous. 

 
 

Keywords: mathematical theory of indices, the index  
of prices, the direction path Divisia, method of least squares. 

 
 
  

 
  

 

Математическая теория совершенных индек-
сов представляет собой раздел экономической 
теории, в которой сравниваются два состояния: 
основное и текущее. При этом рассматривается  
обычный в экономической теории круг вопросов: 
характер явления, влияние факторов, возможность 
построить обоснованный прогноз на некоторый 
промежуток времени. Такой подход является есте-
ственным для описания различных процессов, так 
как индексы дают качественную (индекс цен)  
и количественную (индекс объема производства) 
оценки изменения любого явления с течением 
времени, различного географического положения 
или по сравнению с выбранным базисным состоя-
нием данного объекта. Развитие современных ин-
формационных технологий позволяет наблюдать 
изменение экономической ситуации в режиме ре-
ального времени, это требует появления новых 
математических инструментов для оценивания 
характера перемен и их направленности. Таким 
математическим инструментом может быть диф-
ференциальное уравнение, предложенное итальян-
ским математиком Ф. Дивизиа. 

Следует отметить, что теорию индексов мож-
но использовать в любой сфере деятельности. 

Индексы, удовлетворяющие следующим кри-
териям (тестам), называются совершенными: 

 
 

1) тест обратимости факторов;   
2) тест независимости ситуации от начально-

го базиса; 
3) тест пропорциональности (или среднего) – 

если индивидуальные индексы являются средней 
величиной, то и общий индекс такая же средняя 
величина;   

4) тест циркулярности (цепи). 
Как было показано [1], этим критериям удов-

летворяет индекс Дивизиа.  
Можно отметить, что семейство индексов 

объемов qD  и цен pD  Дивизиа  относится к ин-
дексам открытого типа [2]. 

В работах, посвященных экономическому 
росту, измерениям затрат, результатов и произво-
дительности, индексы Дивизиа или их дискрет-
ные аппроксимации являются естественными из-
мерителями соответствующих процессов.  

Для индекса цены Дивизиа имеется [1] сле-
дующее дифференциальное уравнение: 

                 
 

   




n
ii

n
i

i

p
p

tptq

dt
dp

tq
D

dt
dD

1

1  ,             (1)                               

где pi и qi  – цена и количество i-го товара (продук-
та); n – общее число товаров; t – время от начала 
выбранного базисного состояния до завершения  
наблюдения.  



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
 

ВЕСТНИК РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ ЕСТЕСТВЕННЫХ НАУК · 2018/4 9

Задача Коши уравнения (1) ставится следую-
щим образом: найти решение этого дифференци-
ального уравнения для заданного начального  
значения функции Дивизиа 

                  10 tD p .                            (2) 
Дифференциальное уравнение (1) является  

дифференциальным уравнением с разделяющими-
ся переменными, решение которого может быть 
представлено в виде 

      
 

   
.exp

0

1

1





















 


t

t
n

ii

n
i

i

p d
pq

d
dp

q
tD 






            (3)       

Таким образом, решение задачи связано с вы-
бором функций pi(t) и qi(t) (в этом смысле можно 
говорить о выборе путей интегрирования  S ). 

Возможно, следующее решение относитель-
но выбора семейства путей  S : соединение то-

чек  00 , ii qp  и  11, ii qp  (где верхний индекс «0» 
соответствует начальному значению цены или 
количества, соответственно i-го продукта за дан-
ный промежуток времени, а «1» – конечному)  
простейшим способом – отрезком прямой: 

     
     .1;0,

;
010

010





ttqqqtq

tppptpt

iiii

iiii
     (4) 

Подставляя соотношения (4) в подынте-
гральное выражение (3) и приводя подобные, 
приходим к интегралу от дробно-рациональной 
функции. 

Таким образом, можно получить в явном виде 
выражения для индекса Дивизиа, порождаемых 
путями  S . А. Фогт [1] назвал их «натуральными 
индексами».   

Поскольку впервые представляется возмож-
ность вычислить индекс Дивизиа для цены,  
воспользуемся данными Комитета госстатистики  
по Тульской области. Данные относятся к разви-
тию зернового хозяйства Тульской области  
и содержат цены реализации и валовой сбор  
за пять лет. Эти данные представлены в следую-
щих таблицах.                                  

Таблица 1. Объемы валовых сборов сельхозпро-
дукции по Тульской области (в сотнях тонн) 
Зерновые 
культуры 1 2 3 4 5 

Пшеница 
озимая 2236,3 2476 2679,9 3948,1 2350 
Рожь 
озимая 373,4 452,8 670,4 783,5 546 
Пшеница 
яровая 551,4 579,7 673,1 796 721,4 
Ячмень 
яровой 1185,3 1516,4 2695 3005,4 3185,9 
Овес 248,8 451,5 653,1 604,7 498,2 
Кукуруза 
на зерно 135,2 45,6 17,9 11,5 9,5 
Просо 27,9 57,8 18 5,5 10,1 
Гречиха 256,4 461 100 27,5 82,2 

Таблица 2. Цены реализации сельхозпродукции  
по Тульской области (в рублях за тонну) 

Зерновые 
культуры 1 2 3 4 5 

Пшеница 
озимая 1507 2011 1956 1382 2566 
Рожь ози-
мая 1313 2047 1896 977 1836 
Пшеница 
яровая 1507 2011 1956 1382 2566 
Ячмень 
яровой 1090 1758 1667 1180 2065 

Овес 1100 1801 1470 1099 1400 
Кукуруза на 
зерно 1441 1797 1733 2228 16247 

Просо 1585 1831 1758 1877 2678 

Гречиха 4148 1780 2747 2928 5057 

Аппроксимируя эти данные линейными 
функциями pi(t) и qi(t) с помощью математическо-
го пакета STATISTICA, в котором для вычисления 
постоянных используется метод наименьших 
квадратов, и суммируя коэффициенты при одина-
ковых степенях t, можно получить дробно-
рациональную подынтегральную функцию. 

Для интеграла вида 

 

 dx
cxbxa

kxm
2

                     (5) 

существует три варианта формул, каждый из кото-
рых определяется знаком или обращением в нуль 
дискриминанта  знаменателя. В данном случае 
интеграл (5) имеет вид 

 

 dx
xx

x
282,712839,141586,11

86,53122,10
2 . 

Дискриминант знаменателя является отрицательной 
величиной. 

Учитывая пределы интегрирования (t0 = 1)  
и проводя необходимые промежуточные  
вычисления с помощью математического пакета 
MathCad 15, после подстановки в (3) получим сле-
дующее выражение для индекса цены Дивизиа: 

 
  ].831,2249,1204,013,0282,712

839,141586,11ln437,0exp[ 2





tarctg

tttD p  

Предпринимались попытки найти явные  
выражения для индексов Дивизиа, порождаемых 
также экспоненциальными путями: 

      
      ,1;0;lnlnexp

;lnlnexp
010

010





ttqqqtq

tppptpt

iiii

iiii




 

где   и   – постоянные величины, определяемые 
с помощью метода наименьших квадратов. Оказа-
лось, что в этом случае соотношения (3) не выра-
жаются в элементарных функциях и могут быть 
вычислены только численно. 

Таким образом, впервые получено точное 
решение дифференциального уравнения для ин-
декса Дивизиа в предположении о линейной  
функции для количества и линейной функции  
цены каждого продукта. 
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В заключение сравним две модели описания 
развития зернового хозяйства Тульской области: 
на основе индекса Фишера (обычная практика 
экономических расчетов) и на основе индекса  
Дивизиа, представленного полученным соотноше-
нием. 

Данные расчета приведены на рисунке 1, где 
точками отмечены индексы Фишера, а сплошная 
линия – результаты расчета индекса Дивизиа  
с помощью программы STATISTICA. 

 
Рис.1 Зависимость индекса Дивизиа цены от времени 

Можно отметить хорошее совпадение для 
третьего и седьмого годов наблюдения. 

Полученное аналитическое решение диффе-
ренциального уравнения для индекса Дивизиа  
может быть полезным в таком новом направлении 
экономической теории, как математическое моде-
лирование в экономической динамике. 
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PHASE PORTRAITS OF A FAMILY  
OF CUBIC DYNAMIC SYSTEMS  IN A POINCARE CIRCLE. II 

 
A.F.Andreev, I.A. Andreeva 

 
 

Светлой памяти Алексея Фёдоровича Андреева посвящается 
 

Предлагаемая вниманию читателя статья  продолжает 
начатое авторами в статье [1] подробное изложение результа-
тов оригинального исследования в круге Пуанкаре широкого 
семейства кубических динамических систем, правые части 
которых суть формы их фазовых переменных (кубическая 
форма в одном уравнении и квадратичная в другом). В работе 
строятся все допустимые для систем изучаемого семейства 
различные фазовые портреты в круге Пуанкаре и указываются 
близкие к коэффициентным критерии реализации таких порт-
ретов. Детально излагаются методы, разработанные авторами 
специально для этого исследования. Нумерация параграфов, 
пунктов, формул и таблиц в серии статей принята сквозная. 
 

Ключевые слова: динамические системы, круг Пуанкаре, 
фазовые переменные, фазовые портреты, особые точки,  
сепаратрисы, топологические типы особых точек. 

The proposed article continues the presentation of the origi-
nal investigation of a broad family of cubic dynamic  systems in a 
Poincare circle, which was started by the authors in the article [1]. 
For the family of dynamic systems with right-hand sides that are 
forms of their phase variables– the cubic form in the first equation 
and the square form in the second one - all possible in a Poincare 
circle topologically different phase portraits have been constructed, 
and close to coefficient criteria of their appearancehave beenre-
vealed. Methods of investigation invented especially for this study-
have been thoroughly described. In the whole series of articles  
the continuous numbering of paragraphs, section items, formulas 
and tables is adopted. 
 

Keywords: dynamic systems, Poincare circle, phase variables, 
phase portraits, singular points, separtrix, topologycal types  
of singular points. 

 
 

§ 2. Изучение (2,2)-семейства (0.1)-систем 
Это семейство есть совокупность всех  

(0.1)-систем вида 

,),())((

,),()()(

21

213 21

yxYxqyxqyc
dt
dy

yxXxuyxuyp
dt
dx kk




  (0.1)2 

где 3p , c, ,, 21 uu  Rqq 21, , 03 p , ,21 uu    
,21 qq   ,ji qu   },2,1{, ji  },2,1{, 21 kk  

.321  kk   
Естественно различать два класса таких сис-

тем: системы с ,11 k  22 k  – класс 1, системы  
с ,21 k  12 k  – класс 2. Но ДЗ-преобразование 
(то есть двойная замена в (0.1)-системе: 

),(),( ytyt  . Она преобразует произвольную 
(0.1)-систему в некоторую, вообще говоря, другую 
(0.1)-систему, внося в преобразуемую систему 
следующие изменения: 1) изменяет знаки вещест-
венных корней ее полиномов P(u), Q(u), а потому 
и членов ее ПКPQ на обратные, 2) изменяет знак 
ее переменной t, а потому и направление движения 
с возрастанием t по любой ее траектории на обрат-

ное. См. статью[1]) системы класса 1 преобразует 
в системы класса 2 (и наоборот). Поэтому далее 
мы будем изучать лишь (2,2)-системы класса 1. 

Найдя все различные фазовые портреты (ФП) 
систем этого класса и построив их ДЗ-образы, мы 
получим все различные ФП (2,2)-систем класса 2. 

Произвольная система этого семейства, буду-
чи записана в координатах Пуанкаре ,, zu  

,,,11, 2 dzdt
z
uy

z
x

x
z

x
yu 






   

принимает вид 

).(,)()( uzP
d
dzzuQuuP

d
du




       (2.1) 

 
2. (2,2)-семейство (0.1)2-систем класса 1 
Это семейство есть совокупность всех (0.1)2-

систем вида 

,),())((

,),())((

21

2
213

yxYxqyxqyc
dt
dy

yxXxuyxuyp
dt
dx




  ((0.1)2)1 

где 3p , c, ,, 21 uu  21, qq  – те же, что и в ((0.1)2. 
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Первое преобразование Пуанкаре 







 

x
z

x
yu

z
uy

z
x 1,,1        (2.0)1 

преобразует произвольную систему этого семейства 
в систему [1, часть II, §2], которая после замены 
времени 2dt z d  принимает вид 

,)(),()( uzP
d
dzuzQuuP

d
du




 

где ),1()( uXuP   и ),1()( uYuQ   – взаимно про-
стые полиномы. 
 

20. Общие свойства систем 2-семейства 

Учитывая представление этих систем в видах  
((0.1)2)1 и (2.1), находим, что любая из них облада-
ет следующими свойствами. 

1. Имеет особые точки: конечную O (0, 0)  
[1, 10, 11]; бесконечно удаленные (БО-точки)  

),0,( ii uO  ,2,0i  00 u  [1, 10, 11, 12].   
2. Ее полиномы P, Q суть ),1()( uXuP    

и ).,1()( uYuQ   
3. Она имеет одну из следующих последова-

тельностей корней полиномов P, Q (ПКPQ)  
[1, 10, 12]: 

1) ,, 21 uu  21, qq ; 
2) 2211 ,,, ququ ; 
3) 2211 ,,, quuq ; 
4) 2211 ,,, uqqu ; 
5) 2211 ,,, uquq ; 
6) .,,, 1221 uuqq  

(2r) 

Из пункта 3 следует, что 2-семейство распа-
дается на 2r-семейства, 1, 6,r   для каждого  
из которых все его системы имеют одну и ту же 
ПКPQ : (ПКPQ)r, где r – ее номер по перечню (2r). 

ДЗ-классификация 2r-семейств дает: семейст-
ва 2r, ,4,1r  ДЗ-независимы, а семейства 25  
и 26 – ДЗ-взаимно обратны семействам 22 и 21   
соответственно. Поэтому далее мы будем изучать 
сначала (поочередно) 2r-семейства, ,4,1r   
по программе исследования (0.1) систем 0.5  
[1, часть IV]. Затем мы изучим (параллельно)  
2r-семейства, r = 5, 6, используя их ДЗ-связи  
с семействами 22 и 21. 

 
(21)0. 21-семейство (0.1)2-систем класса 1 

Это семейство есть совокупность всех  
(0.1)2-систем, каждая из которых имеет 
ПКPQ = (ПКPQ)1 = {u1, u2, q1, q2}. Ниже мы изуча-
ем его по программе 0.5 [1, часть IV]. 
 
 
 

(21)1. Топодинамические типы (ТД-типы)  
особых точек систем  

21-семейства (0.1)2-систем класса 1 
Из [1], часть I, таблица 1.11, и [1], § 0 следует, 

что ТД-тип особой точки O (0, 0) любой системы  
21-семейства описывает слово 

).()(

)()()()(
21

0

21
0

21
00






















SNSS

SNSNSSA
    (21)1 

Чтобы найти ТД-типы БО-точек систем  
21-семейства, разбиваем его на 21, s-семейства, 

,5,1s  и ищем ТД-типы БО-точек 21, s-систем. 
На основании теорем 3.1, 4.1 части II [1]  

и пункта 0.1 из § 0[1] ТД-типы )(
iA  БО-точек 

,)(
iO  ,2,0i  дает (построчно) таблица (21)1.  

Таблица (21)1. ТД-типы БО-точек  
21, s-систем, .5,1s  

№ Случай s )(
0

A  )(
1

A  )(
2

A  

1 10 u  
N  )( 



 SN  ))(( 



 NS  

2 01 u  )(



 NN  – –“– 

3 
2

1 0
u

u



 )( 



 NN  )( 



 SN  –“– 

4 02 u  –“– –“– – 
5 02 u  –“– –“– )(( 



 SN  

 
(21)2. Поведение сепаратрис 21, s-систем  

в круге Пуанкаре Ω 
Из пункта (21)1 следует, что эти системы 

имеют сепаратрисы: ,,,,, 21
21

0


 SSSSS  кроме 
случаев s = 2, 4, и 5; в случае 2 (4) из этого списка 
исчезает ),( 21

 SS  в случае 5 в нем 
2S  заменяется 

на .2
S  

Для }5,,1{ s  строим «бездорожную карту» 
(БД-карту [1]) 21, s-систем и изучаем по ней гло-
бальное продолжение (ГП) в круге Ω каждой сепа-
ратрисы этих систем и взаимное расположение 
сепаратрис (ВРС) в Ω всех этих систем. Проделав 
эту работу, приходим к следующим выводам. 

 
Случаи s = 1 (0 < u1) и s = 2 (u1 = 0) 

В каждом из них сепаратрисы всех систем – 
обыкновенные, то есть глобальное продолжение 
(ГП) каждой из них в Ω однозначно, а потому  
и взаимное расположение сепаратрис (ВРС) всех 
этих систем в Ω неизменно. Поэтому при },2,1{s  
все 21, s-системы имеют в круге   один и тот же 
фазовый портрет (ФП 21, s). 
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Случаи s = 3 (u1 < 0 < u2) и s = 4 (u2 = 0) 
В каждом из них сепаратрисы 2

S  и 
1S  осо-

бые. Они по одному разу пересекают радиус 
0OO  

круга Ω, скажем, в точках 2
x  и 

1x , для которых 
возможны три варианта последования на этом  
радиусе: 1) 2

1 
  xx , 2) 2

1 
  xx , 3) 2

1 
  xx .  

Значит, при }4,3{s  21, s-семейство распадается  

 на 21, s, l-семейства, ,3,1l  для каждого из кото-
рых его системы уже имеют особые сепаратрисы, 
а потому они имеют в   один и тот же фазовый 
портрет (ФП 21, s, l).  

Случаи s = 5 (u2 < 0) 
В нем сепаратрисы 2

S , 
1S  и 

2S  особые. 

Они по одному разу пересекают радиус 
0OO   

круга Ω, но для них возможны 5 вариантов  
последования на этом радиусе. В обозначениях, 
аналогичных таковым для случаев s = 3 и s = 4,  
эти варианты имеют вид  
1) 2

12 
  xxx , 2) 2

12 
  xxx , 3) 


  1

2
2 xxx , 

4) 


  1
2

2 xxx , 5) 
  12
2 xxx  

(здесь всегда   12 xx , а 2
x  блуждает около нее). 

Значит, 21, 5-семейство (0.1)-систем класса 1 распа-
дается на 21, 5, l-семейства, ,5,1l  для каждого  

из которых все его системы имеют в круге    
один и тот же фазовый портрет (ФП 21, 5, l). 

 
(21)3. Описательные фазовые портреты (ОФП)  

21, s-систем, s  

Из пункта (21)2 следует, что такие системы 
имеют в круге   тринадцать различных ФП. 
Строим их описательные фазовые портреты 
(ОФП). Шесть из них выписываем явно, остальные 
семь даем методом деформации базовой таблицы 
(ДБТ) [1].  

 

Таблица 2.1.1. ОФП 21, 1-систем 
1 OOS 

10 :  1  1
220 
 SSSS    21 OO

2 1
2:S O O

   2  12
1 
 SSS   2OO  

3 
  2
2 : OOS  3  01

2 SSS 
    20 OO

4 
  02
2 : OOS  4  

2S    20 OO

5   011 : OOS  5  
1S    20 OO

 

Таблица 2.1.3.1. ОФП 21, 3, 1-систем 
1 OOS 

10 :  1  1
20 
SSS    01 OO  

2 
  2
1 : OOS  2  2

1 
SS   0OO  

3 
  2
2 : OOS  3  01

2 SSS 
    21 OO  

4   212 : OOS  4  
2S    01 OO  

5   011 : OOS  5  
1S    01 OO  

 

Таблица 2.1.3.3. ОФП 21, 3, 3-систем 
1 OOS 

10 :  1  1
20 
SSS    21 OO  

2 
  2
1 : OOS  2  

11 SS   2OO  

3   11 : OOS  3  2
1 
SS   0OO  

4 
  0
2 : OOS  4  0

2SS    01 OO  

5   212 : OOS  5  
2S    01 OO  

 

Таблица 2.1.5.1. ОФП 21, 5, 1-систем 
1 OOS 

10 :  1  1
0 SS    01 OO  

2 
  0
1 : OOS  2  221

 SSS   0OO  

3 
  0
2 : OOS  3  01

2 SSS 
    01 OO  

4   111 : OOS  4  
21 SS    21 OO  

5   212 : OOS  5  
2S    01 OO  

 

Таблица 2.1.5.3. ОФП 21, 5, 3-систем 
1 OOS 

10 :  1  1
0 SS    01 OO  

2 
  0
1 : OOS  2  1

1
1




 SSS   0OO  

3   11 : OOS  3  2
1 
SS   2OO  

4 
  2
2 : OOS  4  

 2
2SS    21 OO  

5   212 : OOS 5  
2S    01 OO  

 

Таблица 2.1.5.5. ОФП 21, 5, 5-систем 
1 OOS 

10 :  1  12
0 SS    01 OO  

2 
  0
1 : OOS  2  

 1
1 SS   0OO  

3   11 : OOS  3  
21 SS   2OO  

4   22 : OOS  4  2
2 
SS   0OO  

5 
  0
2 : OOS  5  0

2SS    01 OO  
 

Таблица 2.1.6. ОФП 21, s-систем, .5,2s  
Метод ДБТ (деформации базовой таблицы) [1] 

ИТ  
(искомая 
таблица) 

БТ 
(базовая 
таблица) 

Деформа-
ция БТ 

ПС БТ 
(переста-

новка 
строк БТ) 

2.1.2 2.1.1 Удаление 
строки 5 – 

2.1.3.2 2.1.3.3 Удаление 
строки 3 

4, 5 → 
→ 3, 6 

2.1.4.l, 3,1l  2.1.3.l –“– –“– 

2.1.4.2 2.1.3.2 Удаление 
строки 4 5 → 4 

2.1.5.2 2.1.5.1 
Удаление 

строки 4 и 
1S  

из строки 3 
–“– 

2.1.5.4 2.1.5.5 Удаление 
строки 4 –“– 
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(22)0. (3.2)2-семейство (0.1)1-систем 
Это семейство есть совокупность всех  

(0.1)1-систем, каждая из которых имеет 
ПКPQ = (ПКPQ)2 = {u1, u2, q1, q2, u3} (см. пункт 
1.0, перечень (1.0.0) [1]). Ниже мы изучаем его  
по программе 0.5 [1]. 

 

21. Топодинамические типы (ТД-типы)  
особых точек систем (3.2)2-семейства 

Используя таблицу 1.0.2, строка 2, и методи-
ку пункта 0.1 [1], находим: топодинамический тип 
особой точки O (0, 0) любой системы этого семей-
ства описывает слово  

.)()(

)()()()(
102

21
0

21
00

























SSSN

NSSSNSA
    (21)2 

Для нахождения ТД-типов БО-точек  
систем (3.2)2-семейства разбиваем его  
на (3.2)2, s-семейства, ,7,1s  и ищем ТД-типы  
БО-точек  (3.2)2, s-систем. Тем же способом,  
что и для (3.2)1-систем [1, пункт 11], находим:  
ТД-типы )(

iA  БО-точек ,)(
iO  ,3,0i  систем 

(3.2)2-семейства дает (построчно) таблица (22)1. 
 

Таблица (22)1. ТД-типы БО-точек  
(3.2)2, s-систем, 7,1s  

№ Случай 
s 

)(
0

A  )(
1

A  )(
2

A  )(
3

A  

1 10 u  )( 



 NN  )( 



 SN  )( 



 NS  )( 



 SN  

2 01 u  
)(




 NN  – –“– –“– 

3 
2

1 0
u

u


  )( 



 NN  )( 



 SN –“– –“– 

4 02 u  )( 






NN  –“– – –“– 

5 
3

2 0
u

u


  )( 



 NN  –“– )( 



 NS  –“– 

6 03 u  
)(




 NN  –“– –“– – 

7 03 u  )( 



 NN  –“– –“– )( 



 SN  

 

22. Поведение сепаратрис (3.2)2, s-систем  
в круге Пуанкаре Ω 

Из пункта 21 следует, что эти системы, как 
правило, имеют следующие сепаратрисы: ,2

S  

,, 10
SS  ,,, 321

 SSS кроме случаев s = 2, 4 и 6,  

в каждом из которых одна из этих сепаратрис  
исчезает: 

21 , SS  или 
3S  соответственно.  

Для }7...,,1{s  строим «бездорожную карту» 
(БД-карту [1] ) (3.2)2, s-систем и выясняем по ней 
глобальное продолжение (ГП) в круге Ω каждой 
сепаратрисы этих систем и взаимное расположе-
ние в нем сепаратрис (ВРС) всех систем  
(3.2)2, s-семейства. Проделав эту работу, приходим 
к следующему выводу. 

Глобальное продолжение (ГП) любой  
сепаратрисы систем (3.2)2, s-семейства в круге Ω 
однозначно, а потому и взаимное расположение 
сепаратрис (ВРС) всех его систем в Ω неизменно. 
Значит, все (3.2)2, s-системы имеют в круге   один 
и тот же фазовый портрет (ФП 32, s).  

 

21. Описательные фазовые портреты (ОФП) 
систем (3.2)2-семейства 

Из пункта 22 следует, что для систем  
(3.2)2, s-семейства возможные семь различных ФП 
в круге  . Строим их описательные фазовые 
портреты (ОФП) – см. [1, § 0]. Четыре из них  
выписываем явно, три получаем методом дефор-
мации базовой таблицы (ДБТ) [1].  

 

Таблица1.2.1. ОФП (3.2)2, 1-систем 
1 OOS 

 0
2 :  1  0

2
2 SSS 


   30 OO  

2  3
0 : OOS  2  1

1
0


SSS    32 OO  

3 OOS 
 2
1 :  3  

 3
1 SS  OO 

2
 

4 OOS 
33 :  4  2

3 
SS  OO 

1
 

5   202 : OOS  5  
2S    10 OO  

6   311 : OOS  
6  

1S    30 OO  

 

Таблица1.2.3. ОФП (3.2)2, 3-систем 

1 OOS 
 1
2 :  1  0

2
2 SSS 
    31 OO  

2  3
0 : OOS  2  1

1
0


SSS    32 OO  

3 OOS 
 2
1 :  3  

 3
1 SS  OO 

2
 

4 OOS 
33 :  4  2

3 
SS  OO 

1
 

5   212 : OOS  5  
2S    01 OO  

6   121 : OOS  
6  

1S    02 OO  

 

Таблица1.2.5. ОФП (3.2)2, 5-систем 
1 2

1:S O O
   1  0

2
2 SSS 


   31 OO  

2  3
0 : OOS  2  1

1
0


SSS    30 OO  

3 
  0
1 : OOS  3  

 3
1 SS  OO 

0  

4 OOS 
33 :  4  

2S  OO 
1

 

5   322 : OOS  5  
2S    30 OO  

6   101 : OOS  
6  

1S    20 OO  

 

Таблица1.2.7. ОФП (3.2)2, 7-систем 
1 OOS 

 1
2 :  1  0

2
2 SSS 


   01 OO  

2  0
0 : OOS  

2  1
1

0


SSS    01 OO  

3 OOS 
 1
1 :  3  21

SS  OO 
1

 

4   022 : OOS  4  
2S    03 OO  

5   111 : OOS  5  1 3S S     21 OO  

6   312 : OOS  
6  

3S    01 OO  
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Таблица1.2.8. ОФП (3.2)2, s-систем, s = 2, 4, 6 

ИТ  
(искомая 
таблица) 

БТ 
(базовая 
таблица) 

Деформация БТ 

ПС БТ 
(пере-

становка 
строк БТ) 

1.2.2 1.2.1 
Удаление 

 строки 7 и 
1S  

из строки 3 
– 

1.2.4 1.2.3 
Удаление  

строки 6 и 
2S  

из строки 2 
7  6 

1.2.6 1.2.7 

Замена строк 6, 
7 строкой 6: 











21

161

11

:

:

OO

SO

OS
 – 

В дальнейших статьях мы опишем ход и ре-
зультаты исследования систем семейства (3.1),  
а также не упомянутых в этой статье систем (3.2)-
семейства (0.1)-систем, подведем общие итоги 
работы.  

Уточняющие моменты и доказательства чита-
тель найдет в статьях [4, 5, 6, 7, 8, 14], а также  
в монографии [10], краткий обзор методов и ито-
гов – в статьях [11, 12]. Фундаментальные основа-
ния методик, применяемых авторами, можно най-
ти в [2, 3, 9, 14]. Близкая тематика рассматривается 
в работе [15]. 
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MATHEMATICAL MODEL OF STABLE OPERATION 
OF A DEPATMENT IN THE COMPANY 
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Рассматривается математическая модель стабильной ра-
боты структурного подразделения на предприятии. Взаимо-
связь руководителя и подчиненных описана системой диффе-
ренциальных уравнений. Определены условия циклического 
изменения состояния системы. Рассмотрен пример системы  
с синусоидальной нелинейностью. 

 

The mathematical model of stable operation of a department 
in the company is considered. The system of differential equations 
describes the relationship of the manager and subordinates. Condi-
tions of existence of cyclic change of the system. The example  
of system with the sinusoidal nonlinearity is considered. 

 

Ключевые слова: математическая модель, система диф-
ференциальных уравнений. 
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Рассмотрим математическую модель ста-
бильной работы малого структурного подразделе-
ния на предприятии, состоящего из одного руко-
водителя и двух подчиненных. Пусть функция  

iу  – функция полезности от деятельности, произ-
водимой i -м человеком. Причем положительный 
коэффициент перед этой функцией ставится  
в случае, если работник совершает деятельность 
по собственной воле, и отрицательный – если  
по просьбе, приказу другого человека.  

Количественный анализ полезности от произ-
водимой деятельности обоснуем на представлении 
о возможности измерения полезности в гипо-
тетических единицах – ютилах (utility – 
полезность). Под полезностью понимаем все 
количество удовлетворения от производимой 
деятельности за определенный промежуток 
времени [2]. Общая полезность возрастает по мере 
отслеживания результатов деятельности,  
но все более медленными темпами. Такая ее 
динамика объясняется тем, что полезность каждой 
дополнительной единицы деятельности убывает, 
так как человек устает, теряет к однообразной 
деятельности интерес и др. 

Работа в малой группе предполагает общение 
с коллегами. Пусть j  определяет восприимчи-

вость подчиненных к внешнему воздействию  
со стороны коллеги (приказ руководителя подраз-
деления, просьба коллеги). Например, восприим-
чивость к внешнему воздействию флегматика 
меньше, чем у холерика или меланхолика. 

Тогда y  – темп изменения полезности  
от производимой деятельности y, который про-
порционален производимым действиям, деятель-
ности человека.  

Под стабильной работой малого структурного 
подразделения предприятия понимаем цикличе-
ское изменение чувства удовлетворения от произ-
водимой человеком деятельности. 

Это естественное определение исходит из ко-
лебательного режима эмоционального состояния 
человека, уровень эмоционального фона которого 
колеблется в окрестности некоторого среднего 
значения.  

Пусть руководитель подразделения постоян-
но отслеживает результативность деятельности 
подчиненных и в момент спада результативности 
предпринимает меры по ее повышению. 

Управленческая задача в этом случае состоит 
в поддержании режима стабильной работы  
вверенного ему подразделения предприятия.  
С экономической точки зрения подобная задача 
ставилась в работе [1]. 

Математическая задачасостоит в определении 
условий стабильной работы системы. 

Математическая модель стабильной работы 
системы, состоящей из трех объектов, может быть 
построена следующим образом: 

,
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в которой величины  321 yyyy ,, ,  21  , , 

23y , 37 y , 38y , 28y , 32y  описывают пропорцио-
нальное влияние полезности от деятельности i -го 
субъекта на темп роста функции полезности; зна-
чения 11y , 22 y , 31y  характеризуют изменение 
уровня полезности от производимой деятельности 
работников с учетом их личной восприимчивости 
к внешнему воздействию со стороны коллег, 

212 yy , 3
21 y , 31

2
1 yy , 322 yy , 32121 yyy  – 

дополнительные члены, которые отображают 
влияние сторонних просьб, приказов и действий, 
совершенных по собственной инициативе . 

Предполагаем, что в начальный момент  
времени известны готовность приносить пользу  
на работе трех сотрудников малого структурного 
подразделения предприятия  0230 ,,y  и уровень 
внешних воздействий  020 , .  

Математическая задача формулируется так: 
определить условия существования периодическо-
го решения системы дифференциальных уравне-
ний с параметром (1). 

Обозначим  
 

 

 
.yyyλλyyλ
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     (2) 

Непосредственным вычислением убеждаемся, что 
      00,2,0,2,30,2,0,2,30,2,0,2,3 321   . 

Якобиан системы (2) в точке  02023 ,,,,   отличен 
от нуля и равен   64002023  ,,,,D . 

По теореме о неявной функции существует 
такое число 00  , что уравнение 

       0,,,,, 321  ууу , заданное на мно-
жестве    0000 ,,:   pE , оп-

ределяет в окрестности точки    00,2   
единственную функцию        321 ,,у . 
Для компонент этой функции  
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    (3) 

верны равенства    ,0,1       ,2   
0 ,    0,3  ,   ,010 у  ,02   03  .  

При любом фиксированном  0   систе-
ма (1) примет вид 
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Пусть ,
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В системе (4) введем переменные  111  yx , 
 222  yx ,  333  yx , где  1 ,  2 , 

 3  определены равенствами (3). В окрестности 
точки          321 ,,  систему (4) пред-
ставим равенством  

   .xxKAxx    

Пусть    AxxxR ,    xxK   , AxxBx   . 
Построим оператор  kL : 
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Непосредственным вычислением убеждаемся, 
что уравнение   0kLdet  имеет единственный 
неотрицательный целый корень 1k . Жорданова 
форма  1L  имеет вид    00, 1,1,1,1,1 diagL  . 

Выберем пространства: 0  с базисом  
из векторов  010000 ,,,,,colon   100000 ,,,,,colon ,  

2  с базисом  000001 ,,,,,colon ,  000010 ,,,,,colon , 
 000100 ,,,,,colon ,  001000 ,,,,,colon  и 0W , базис 

которого составляют векторы  0801 ,sin, tcolonh  , 
 tcolonh 8002 sin,, .  

Решение системы будем искать в виде 
    2211 hhPxx   .  

Предварительно найдем векторы 
      321 xxx ,,  из равенства  
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Получим     11 Pxx  ,      22 Pxx  
,sin t81      tPxx 8233 sin  .  

Рассмотрим систему операторных уравнений 
    0,1  xR ,     0,2  xR , в которой 
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так как    01 αBxξ .  
Аналогично          212 2,xR . 
Таким образом, справедлива система 
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в которой 
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11  e , 
22  ρe , 31 2   . Тогда систему 
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Обозначим  32  ,colon . Выразим из по-

следнего равенства  :    . Определим 

оператор    . Из условия 
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следует существование такого 0 , что при 

       . Отсюда при любом фиксиро-

ванном      . Значит, оператор   ото-

бражает замкнутое, выпуклое, ограниченное мно-
жество    в себя. Следовательно, по теореме 

Боля – Брауэра у оператора   на этом множестве 

существует неподвижная точка 
**

  , 

 ** , 23    при произвольно фиксированном 






   , что доказывает существование  

решения     2211 hhPxx     системы (4) 
или 

   ****  11 Pxx  , 

    tPxx 822 sin*****   , 

    tPxx 833 sin*****   , 

так как *
11  e  , *

22  e  , 1
1
*

e , 1
2
*

e . 
Возвращаясь к старым переменным при 

    Px , получим 

    




  0211 80

732
4
13 ****y , 

    




  0212 8

32
2
128 ***** sin ty , 

  




  023 108 **** sin ty , 

где 231  **  . 
Таким образом, исследование позволяет  

определить:  
– условия стабильной работы малого струк-

турного подразделения некоторого предприятия, 
состоящего из трех человек, функционирование 
которого происходит в соответствии с математи-
ческой моделью (1); 

– границы параметров, характеризующих ин-
дивидуальные особенности к восприимчивости 
внешних управляющих воздействий, при которых 
малая социальная группа развивается стабильно. 

Аналогично может быть исследована матема-
тическая модель функционирования социальной 
группы с конечным числом работников, включен-
ных в нее. 
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Введение. Мультистабильность реальной ди-
намической системы может создать угрозу  
в практических инженерных приложениях,  
поскольку поведение системы не может быть  
однозначно гарантировано. Мультистабильная  
система может демонстрировать решения с прин-
ципиально различным поведением в зависимости 
от выбора их начальных условий. По этой причине 
в последнее время изучению мультистабильных 
систем посвящено большое число работ [1–8].  
С другой стороны, изучение мультистабильности 
оказывается, например, полезным для понимания 
механизмов памяти, а ее использование в системах 
коммуникаций может повысить производитель-
ность защищенной связи, когда хаос применяется 
для скрытия информации.   

Недавно в серии работ [11–13] был рассмот-
рен класс динамических систем, названных систе-
мами, допускающими смещение сдвигом по пере-
менным (offset boostable dynamical system). Осо-
бенностью этих систем является возможность та-
кого преобразования сдвига ее координат (смеще-
ния), которое меняет положение аттракторов  
системы в ее фазовом пространстве, не меняя  
в то же время характер ее динамики. К таким сис-
темам относятся, в частности, «системы толчка» 
(jerk systems) и системы «гипертолчка» (hyperjerk 
systems). Отличительная особенность таких систем 
состоит в возможности их трансформации  
в системы, обладающие бесконечной решеткой  
сосуществующих аттракторов путем введения  
в рассматриваемые системы тригонометрических 

функций. Напомним, что аттрактор системы назы-
вают самовозбуждающимся (self-excited attractor), 
если любая окрестность некоторого состояния 
равновесия системы пересекается с областью его 
притяжения, в противном случае аттрактор назы-
вается скрытым (hidden attractor) [14]. В работах 
[11, 12] построены трехмерные системы, обла-
дающие 2-D решеткой самовозбуждающихся ат-
тракторов. В работе [13] на базе четырехмерной 
системы, допускающей смещение сдвигом,  также 
построена система с 3-D решеткой самовозбуж-
дающихся гиперхаотических аттракторов, а также 
система без состояний равновесия, обладающая 
четырехмерной решеткой скрытых аттракторов.  

Цель настоящей работы – продемонстриро-
вать возможность использования четырехмерных 
систем, допускающих смещение сдвигом по пере-
менным и обладающих единственным устойчивым 
состоянием равновесия для генерирования систем 
с периодическими нелинейностями, производя-
щими 2-D и 3-D решетки идентичных скрытых ат-
тракторов с одинаковыми показателями Ляпунова 
и размерностями Каплана – Йорке. 

Системы, допускающие смещение фазово-
го потока. Идея конструирования систем с беско-
нечной сетью идентичных аттракторов, опираю-
щаяся на использование систем, допускающих 
сдвиг по переменной (variable-boostable system), 
была предложена в работе [11]. Системами, допус-
кающими сдвиг по переменной, названы динами-
ческие системы  

1 2, , ,( ),X ( , , )i nX F X x x x x   ,  
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в которых замена переменной ix  на ix c  при 
подходящем выборе значения постоянной c   
не меняет динамику остальных переменных в ис-
ходном фазовом пространстве. Хорошо известным 
примером систем, допускающих сдвиг по пере-
менной, являются так называемые фазовые  
системы вида ( ), ( )x Ax b c x         ( ), ( )Tx Ax b c x         ,  
где A  – матрица размером n n , b и c  –  
n -векторы, ( )   –  -периодическая функция,   
– число. Поскольку в цилиндрическом фазовом 
пространстве 1 2{( , , , , )}x x x mod   динамиче-
ский поток системы не меняется при замене    
на , ( )k k N    , то в накрывающем пространст-
ве 1 2 ,{( , , , )}nx x x   такая замена влечет за собой 
сдвиг фазового потока на k  в направлении 
оси , не меняя при этом динамику остальных пе-
ременных. Если фазовая система имеет аттрактор, 
целиком расположенный в «полосе»  

1 2, 0 0{ , , , : ( , ), ( , )}n ix x x x         , 
то она имеет бесконечное число идентичных  
аттракторов-клонов. 

В работах [12, 13] рассмотрен другой класс 
систем, позволяющих производить смещение фа-
зового потока путем сдвига по переменным (offset 
boostable systems). Речь идет о системах каскадно-
го типа, полученных из систем толчка и гипер-
толчка. Система гипертолчка описывается уравне-
нием 

( 1)

1
, , , , 4

n n

n n
d x d x dxf x n

dtdt dt





 
   

 
   , , , , 4f x n

 
   

 
.               (1) 

При  3n   это система толчка. В случае 4n    
система (1) может быть трансформирована  
в систему каскадного типа, допускающую 3-D 
сдвиг по переменным, путем введения трех новых 
переменных , ,y z u  следующим образом: 

                   

,
,
,
( , , , ).

x y
y z
z u
u f x y z x









   

                     (2)  

Сдвиг по переменным ,y z  и u  в системе (2) 
может быть осуществлен путем введения допол-
нительных констант в ее первые три уравнения.  
В самом деле, заменяя , , ,x x y y m z z n u u p         , , ,x x y y m z z n u u p         

, , ,x x y y m z z n u u p          , , ,x x y y m z z n u u p          приходим к системе    

               

,
,
,

( , , , ).

x y m
y z n
z u p
u f x y z x

 

 

 



 
 
 
      

                  (3) 

Легко видеть, что выполненное преобразование 
системы осуществляет смещение фазового потока 
системы (2) по переменным , ,y z u , оставляя неиз-
менной динамику переменной x x , поскольку 

динамика этой переменной  подчиняется тему же 
самому уравнению (1). Очевидно, сдвиг можно 
осуществить отдельно по любой из указанных  
переменных или по любой паре из них.  

В качестве примера рассмотрим уравнение 
2( )3 2 1x xx x x x e xe           . 

Соответствующая ему система каскадного типа 
имеет вид   

        

2

,
,
,

3 2ze 1.z z

x y
y z
z u

u x y u e 





      







   (4) 

Эта система имеет единственное неустойчивое  
состояние равновесия (0,0,0,0)  типа седло-фокус 
с собственными значениями матрицы линеариза-
ции ( 0.515 2.365 ,0.015 0.413 )i i    и самовозбуж-
дающийся из окрестности состояния равновесия 
аттрактор, представленный на рисунке 1. На ри-
сунке 2 представлен этот аттрактор и его сдвиги  
по переменным y и u . 

 

6 4 2 0 2 4

10

4

2

8

14

2012.11685456

9.64940997

V 4 

3.44405185.28385228 V 2   
Рис. 1. Самовозбуждающийся аттрактор системы (4) 

 

20 15 10 5 0 5

40

28

16

4

8

2012.11685456

27.48433062

Z 4 

V 4 

W 4 

Q 4 

3.444051815.22265689 Z 2  V 2  W 2  Q 2 

Рис. 2. Сдвиги аттрактора системы (4) смещением  
по переменным 

 
Ниже будет продемонстрировано, каким об-

разом путем введения в систему (4) периодических  
функций могут быть построены динамические  
системы, обладающие 2-D или 3-D решеткой 
скрытых хаотических аттракторов-клонов.    
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Построение 2-D решетки скрытых аттрак-
торов. Заменим в системе (4) переменные ,y u   
на периодические функции ( ) sin( ),F y a by  

( ) sin( )G u c mu  и подберем значения параметров 
, , ,a b c m  так, чтобы новая  система имела устойчи-

вое в малом состояние равновесия (0,0,0,0)   
и хаотический аттрактор, который, очевидно,  
будет скрытым. Характеристический полином 
матрицы Якоби новой системы в точке (0,0,0,0)  

имеет вид 4 3 2( ) 3 3r p p cmp cmp abcmp abcm     

r p p cmp cmp abcmp abcm     . Полином ( )r p  будет полиномом Гурвица, 
например, при 2.1, 1/ 2, 5, 1/ 3a b c m    2.1, 1/ 2, 5, 1/ 3a b c m    2.1, 1/ 2, 5, 1/ 3a b c m    2.1, 1/ 2, 5, 1/ 3a b c m    . 
При этом система 

2

2.1sin ,
2

,

5sin ,
3

6.3sin 5sin 2ze 1.
2 3

z z

yx

y z
uz

y uu x e 

   
 



   
 

            
   









(5) 

имеет скрытый хаотический аттрактор с ляпунов-
скими показателями 1 20.018, 0.000,    1 20.018, 0.000,     

3 40.055, 1.354      3 40.055, 1.354       и размерностью Капла-

на – Йорке 1
1 2 32 ( ) | | 2.296KYD        . 

Проекция этого аттрактора на плоскость ( , )y u  
представлена на рисунке 3.   

2 1.2 0.4 0.4 1.2 2

4

2.4

0.8

0.8

2.4

43.55863063

2.49448757

Z 4 

1.315875291.95566427 Z 2   
Рис. 3. Проекция скрытого аттрактора системы (5)  

 на плоскость ( , )y u  

Замена в системе (4) переменных ,y u  на пе-
риодические функции обеспечивает существова-
ние в фазовом пространстве системы (5) бесконеч-
ной 2-D решетки скрытых хаотических аттракто-
ров-клонов с идентичными характеристиками –
ляпуновскими показателями и размерностью  
Каплана – Йорке. Шесть аттракторов-клонов, по-
лученных сдвигом аттрактора, представленного  
на рисунке 3 на периоды 4 и 6  по осям Oy  
и Ou соответственно, представлены на рисунке 4.   

Построение 3-D решетки скрытых аттрак-
торов. Так как система (4) допускает смещение 
фазового потока по переменным ,y z  и u , то мож-
но попытаться заменить эти переменные на функ-
ции, периодические по переменным ,y z  и u  так, 

чтобы новая система имела бесконечную 3-D  
решетку идентичных скрытых аттракторов. 

15 9 3 3 9 15
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3022.47997828
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13.8843241214.55723624 Z 2  V 2  W 2  P 2  R 2  L 2  Q 2   
Рис. 4.  2-D решетка скрытых аттракторов системы (5)  

Путем целенаправленного компьютерного 
поиска реализовать описанный сценарий удалось  
в виде системы  

2

( )

( ( ))

( ),
( ),

1.15 ( ),

3 ( ) 1.15 ( )

2 ( ) e 1.

tan z

tan z

x tan y
y tan z
z tan u

u x tan y tan u e

tan z 





     

 







   (6)  

Матрица линеаризации системы (6) в состоя-
нии равновесия (0,0,0,0)  имеет собственные  
значения ( 0.011 1.746 , 0.564 0.242 )i i    , поэтому 
все ее состояния равновесия асимптотически  
устойчивы в малом. Решение с начальным услови-
ем ( 0.1,0.6,0, 0.1)   находится в области притя-
жения скрытого хаотического аттрактора с ляпу-
новскими показателями 1 0.164,   2 0.139,    

3 0.229,    4 2.944    и размерностью Ка-
плана – Йорке 2.107KYD  . Проекции этого ат-
трактора на плоскости (z, )u  и ( , z)y  представлены  
на рисунках 5 и 6. 

  

1 0.5 0 0.5 1 1.5

2

1.2

0.4

0.4

1.2

21.25988965

1.11821839

Z 4 

1.094816010.94142712 Z 3   
Рис. 5. Проекция аттрактора на плоскость (z, )u  

1 0.5 0 0.5 1 1.5

1

0.6

0.2

0.2

0.6

10.63841632

0.77535373

Z 2 

1.094816010.94142712 Z 3   
Рис. 6. Проекция аттрактора на плоскость ( , z)y  
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На рисунках 7 и 8 представлены аттракторы-
клоны, полученные сдвигом на периоды    
по осям Oz  и Ou  и  Oy  и Oz    

6 3.6 1.2 1.2 3.6 6

6

3.6

1.2

1.2

3.6

64.40106778

4.26030342

Z 4 

V 4 

W 4 

Q 4 

L 4 

R 4 

4.235618864.08323544 Z 3  V 3  W 3  Q 3  L 3  R 3   
Рис. 7. Проекции аттракторов-клонов на плоскость (z, u)  

 

6 3.6 1.2 1.2 3.6 6

4

2.4

0.8

0.8

2.4

43.7805817

3.91664423

Z 2 

V 2 

W 2 

Q 2 

L 2 

R 2 

4.235618864.08323544 Z 3  V 3  W 3  Q 3  L 3  R 3   
Рис. 8. Проекции аттракторов-клонов на плоскость (y, z)  

Заключение. В настоящей работе построены 
четырехмерные динамические системы, обладаю-
щие бесконечными 2-D и 3-D решетками скрытых 
идентичных хаотических аттракторов. Введение 
периодических функций в системы, допускающие 
смещение фазового потока, является эффективным 
средством преобразования такой системы в новую 
систему, порождающую многомерные решетки 
идентичных аттракторов-клонов. Как показано  
в работе [13], такая процедура может быть реали-
зована не только для систем каскадного типа,  
но и для систем более общего вида. Однако для 
систем более общего вида аттракторы, репродуци-
руемые в различных измерениях, уже могут  
не быть идентичными. Введенные периодические 
функции, взаимодействуя друг с другом, могут 
существенно менять динамику аттракторов в раз-
личных измерениях. Заметим, что уравнение сис-
темы автоматического регулирования с одной ска-
лярной нелинейностью, которое в операторной 
форме имеет вид 1( )( ( )) ( )m p n p    , где 

( )m p и ( )n p  полиномы, dtdp   – оператор диф-
ференцирования, ( )   – достаточно гладкая 
функция, может быть записано в виде уравнения 
(1) относительно переменной  . Поэтому есть ос-
нования предполагать, что путем введения перио-
дических функций в систему уравнений, модели-
рующих систему автоматического регулирования 
и обладающую нетривиальным аттрактором, все-
гда можно получить систему, порождающую 1-D,  
2-D,…, (n-1)-D сети  идентичных аттракторов. 
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УДК 517.95 
 

ДИНАМИЧЕСКАЯ СИСТЕМА,  
ОПИСЫВАЮЩАЯ ДВИЖЕНИЕ ПАРАШЮТИСТА 

 
И.Ю. Клочкова, Д.Г. Мельников 

Рязанское гвардейское воздушно-десантное командное училище  
имени генерала армии В.Ф. Маргелова 

 
 

DYNAMIC SYSTEM,  
DESCRIBING MOVEMENT OF THE PARACHUTIST 

 
I.U. Klochkova, D.G. Melnikov 

 
 

Рассматривается динамическая система, описывающая 
четвертый этап движения парашютиста с момента отделения от 
самолета – этап снижения на раскрытом парашюте. Проведено 
исследование системы на наличие состояний равновесия.  
Построены фактическая и теоретическая траектории прыжка 
парашютиста.  

 
Ключевые слова: дифференциальные уравнения, описы-

вающие изменение скорости парашютиста, состояние равнове-
сия, дифференциальные уравнения, описывающие траекторию 
парашютиста.  

We consider a dynamic system describing the motion of the 
fourth stage of the parachutist after separation from the aircraft – he 
stage of descent on the open parachute. We investigate the obtained 
system for the existence of equilibrium states. The actual  
and theoretical trajectories of the parachutist jump are constructed. 
 
 

Keywords: differential equations that describe the free fall, 
the state of equilibrium , differential equations that describe the 
trajectories of the parachutist. 

 
 
 

Основываясь на рекомендациях, предложен-
ных в литературе, а также на экспериментальных 
данных, полученных в результате прыжка, строим 
систему дифференциальных уравнений, описы-
вающую изменение скорости парашютиста в про-
странстве OXYZ 
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где xV  – скорость парашютиста по координате х, 

yV  – скорость парашютиста по координате y, zV  – 
скорость парашютиста по координате z,  
коэффициенты 3213231 ,,,,,, cccbbka  определя-
ются этапом прыжка, характеристиками парашю-
та, начальными условиями движения парашютиста  
[1, 2]. 

Для  системы (1) ставится задача определить 
состояния равновесия, определить координаты 
приземления. 

С помощью программы GPS Loger, установ-
ленной на мобильное устройство парашютиста, 
получены результаты измерения прыжка парашю-
тиста. С помощью полученных данных сформиро-
ван массив, отображающий зависимость трех ко-
ординат от времени. В пакете прикладных про-
грамм Maple на основании обработанных данных 

построена траектория движения парашютиста 
(рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Траектория прыжка парашютиста 

С помощью регрессионного анализа получим 
коэффициенты системы (1) 
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Исследуем систему (2) на наличие состояний 
равновесия, для этого приравняем правые части 
системы к нулю: 
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                (3) 

Рассмотрим подсистему (2.1) 
.24,0621,1 yy VV                  (2.1) 

Так как )(tyVy  , то система (2.1) примет вид 
.24,0621,1)( yVty                    (2) 

Получили линейное однородное диф-
ференциальное уравнение второго порядка, общее 
решение которого имеет вид 

teccty 24,0*
2

*
1)(  ,                 (2.2) 

где Rcc *
2

*
1 , . 
Таким образом, получили зависимость 

координаты y от времени в явном виде. 
Теперь найдем состояние равновесия подсис-

темы (2.1) 

.75,6
24,0

621,1024,0621,1  yy VV    (3.1) 

Таким образом, получили, что скорость 
парашютиста по координате y стремится  

смtVy
t

/75,6)(lim 


. 

Рассмотрим подсистему (2.2) 
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Исходя из системы (3), получим 
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Решения системы (3.2) определим численны-
ми методами с использованием пакета прикладных 
программ Maple. Основываясь на полученных 
данных, составим таблицу состояний равновесия 
(табл. 1). 

    Таблица 1 
 

 A1(Vx, Vz) A2(Vx, Vz) A3(Vx, Vz) 

Vx 0,428 0,609 2,17 

Vz 27,455 –19,269 –4,959 

 
Проанализируем полученные состояния рав-

новесия. Найдем частные производные функций 
Q, M: 
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Составим матрицу на основе полученных ча-
стных производных  

.

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
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
VzVx

VzVx
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B                   (3.3) 

Найдем собственные значения матрицы B 
(табл. 2). 

 
Таблица 2 

      i 
    λ A1(Vx, Vz) A2(Vx, Vz) A3(Vx, Vz) 

λ1i –1,0957 –0,7696 –0,4148 

λ2i 0,9709 0,4549 –0,28102 

 
Основываясь на значениях λ из таблицы 2, 

можем сделать вывод о том, что устойчивым,  
а значит, и практически значимым состоянием 
равновесия является A3(Vx,  Vz). Отсюда 
lim ( ) 2,17xt

V t


 м/c; lim ( ) 4,959zt
V t


  м/c. 

Получим, что результирующая скорость  
по трем координатам у парашютиста стремится  
к 8,65 м/c, реальная скорость в момент приземле-
ния парашютиста была 5,7 м/с. Если обратиться  
к литературе, касающейся данного вопроса,  
то встретим утверждение о том, что скорость при-
земления парашютиста равна приблизительно  
5 м/с [3]. Расхождения в реальной скорости и тео-
ретической могут возникнуть в связи с неучтен-
ными внешними воздействиями, такими как ветер 
и др. 

Теперь определим координаты приземления. 
Преобразуем систему дифференциальных уравне-
ний (1) в систему 
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или на основании (2), (2.3) 
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С помощью пакета прикладных программ 
Maple представим систему (5) в виде массива дан-
ных. Построим теоретическую траекторию на ос-
новании данных из массива и сравним с практиче-
ской траекторией (рис. 2). 
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Рис. 2. Фактическая и теоретическая  

траектории прыжка парашютиста 
 

Для полного анализа рассчитаем индекс кор-
реляции для каждой из координат x, y, z (фактиче-
ской и теоретической). Получили индекс корреля-
ции для x – 0,99, для y – 0,46, для z – 0,93 [4]. Рас-
стояние между фактической и теоретической точ-
ками приземления составило 40 м. Можем сделать 
вывод о том, что выбранная модель является дос-
таточно приближенной к описанию траектории 
прыжка парашютиста на этапе снижения на рас-
крытом парашюте. 
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УДК 517.956.42 
ГЛАДКОСТЬ МОДИФИЦИРОВАННОГО  

ПОТЕНЦИАЛА ПРОСТОГО СЛОЯ   
ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА  

 
А.Н. Конёнков 

Рязанский государственный университет имени С.А. Есенина 

SMOOTHNESS OF THE MODIFIED SIMPLE LAYER POTENTIAL   
FOR ELLIPTIC EQUATIONS OF THE SECOND ORDER   

 
А.N. Konenkov 

 
 

В пространстве размерности больше двух 
рассматривается равномерно эллиптический оператор, 
коэффициенты которого удовлетворяют условию Гёльдера. 
При условии, что для оператора существует главное 
фундаментальное решение, вводится модифицированный 
потенциал простого слоя в области с компактной границей, 
удовлетворяющей условию Ляпунова. Ядром потенциала 
является указанное фундаментальное решение, умноженное  
на некоторую функцию, не обращающуюся в ноль на границе 
области. Показано, что при определенном выборе такой 
функции гладкость модифицированного потенциала простого 
слоя в шкале пространств Гёльдера может быть на единицу 
выше, чем гладкость потенциала простого слоя при плотности 
из того же класса, а также на единицу выше, чем гладкость 
границы области. 

 
 Ключевые слова: эллиптическое уравнение второго 
порядка, потенциал простого слоя, пространства Гёльдера. 

In a space of dimension greater than two a uniformly elliptic 
operator whose coefficients satisfy the Holder condition  
is considered. Provided that for the operator there exists a principal 
fundamental solution, a modified potential of a simple layer in a 
region with a compact boundary satisfying the Lyapunov condition 
is introduced. The kernel of the potential is the fundamental solution 
multiplied by some function that does not vanish on the boundary of 
the domain. It is shown that for a certain choice of such function the 
smoothness of  the modified simple layer  potential in  the scale of 
Holder spaces can be one step higher than the smoothness of the 
simple-layer potential with a density from  the same class, and also 
one step higher than the smoothness of the domain’s boundary. 

 
 
 
 

 Keywords: elliptic equations of  the second order, simple 
layer potential, Holder spaces. 
 

Свойства потенциала простого слоя для 
уравнения Лапласа подробно исследованы в [1].  
В частности, изучена гладкость потенциала  
в пространствах Гёльдера. Показано, что для 
ограниченной области nQ R  с границей, 

удовлетворяющей условию Ляпунова 1,CS  , 
1<<0   и плотности )(SC , потенциал 

простого слоя U  принадлежит пространству 

)(1, QC   , где  <<0  . Для эллиптического 
уравнения с переменными коэффициентами в [2] 
установлено, что при наложенных условиях  
на границу области и плотность )(1, QCU  . 

В данной работе рассматривается равно-
мерно-эллиптическое уравнение с гельдеро-выми 
коэффициентами. Предполагается, что для 
оператора существует главное фундаментальное 
решение либо это оператор Лапласа. Область Q 
может быть как ограниченной, так и неограни-
ченной, ее граница предполагается компактной. 
Исследуется гладкость модифицированного 
потенциала простого слоя в пространствах 
Гёльдера. От классического потенциала простого 

слоя он отличается тем, что ядром является 
фундаментальное решение, умноженное  
на некоторую не обращающуюся в ноль  
на границе области функцию, зависящую как  
от эллиптического оператора, так и от границы 
области. Из полученных результатов вытекает (см. 
следствие 3), что если 2,CS   и )(1, SC  , то 
потенциал простого слоя U  для эллиптического 
оператора с гельдеровыми коэффициентами не 
будет, вообще говоря, принадлежать пространству 

)(2, QC  . Устанавливается, что если домножить 
фундаментальное решение на указанную 
функцию, то гладкость полученного потенциала 
будет выше, а именно, что он будет принадлежать 

)(2, QC  , даже если граница области 1,CS  . 
Пусть Q  – область в nR , где 3n . 

Обозначим через S  ее границу, ),,(= 1 n   
вектор единичной внутренней нормали к S . 

В области Q  для (0,1)  будем 

рассматривать пространства Гёльдера )(, QC k  , 
21,0,=k , функций f  непрерывных в Q  вместе 
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со своими производными до k-го порядка 
включительно с нормами  




|),(|sup=, )(0, txfQf
Qx

||||  

,||))()((sup
,




 xxfxxf

Qxxx
 

,||,|),(|sup=, )(0,

1=

)(1,  QftxfQf k
n

lQx



||||||

,,|),(|sup=, )(1,

1=

)(2,  |||||||| QftxfQf k
n

lQx



 

а также пространство непрерывных  
и ограниченных в Q  функций )(QC  с нормой  

.|)(|sup=, 0 xfQf
Qx

||||  

В nR  будем рассматривать эллиптический 
оператор   

        ),()()(= xcxbxaL iiijij              (1) 
 коэффициенты которого удовлетворяют условиям 
         ,,||)(0)>( 2 n

jiij Rxxa       (2) 

 ).(,, 0, n
iij Ccba R                    (3) 

Зафиксируем число 1>T . В слое 
][0,= TRD n   сопоставим оператору L  

параболический оператор   
    ).()()(== xcxbxaLL iiijijtt        (4) 
В слое D  рассмотрим область )(0,= TQ   
и обозначим через ][0,= TS   ее боковую 
границу. 

В области   для (0,1)  будем 
рассматривать анизотропные пространства 
Гёльдера )(, DC i  , 21,0,=i  с нормами  




|),(|sup=,
),(

)(0, txff
tx

||||  




)),(),((sup
),(),,(

txfttxxf
ttxxtx

 

1/2 )|||(|   tx , 



|),(|sup=,

),(

)(1, txff
tx

||||  

 



)/2(1

),(),,(
||)),(),((sup ttxfttxf

ttxxtx

,, )(0,

1=

||||  fl
n

l
 

 )(2,, |||| f  

,||,||||,|),(|sup )(0,)(1,

1=),(

  


fftxf tl
n

ltx
||

а также их подпространства )(, iC


:  

0,1,=0},=||{=)( 0=
,, ifCfC t

ii  


0}.=|=||{=)( 0=0=
2,2,

ttt ffCfC  


 

Для положительно определенной 
симметричной матрицы )(= ijaa  через 

)(= 11 
ijaa  обозначим обратную к ней матрицу. 

Рассмотрим функцию ),(0 axH :   

,||
det2)(

1=),( )/2(21
2/1

0 n
jiij

n
xxa

an
axH 





(5) 

 где n  — площадь n -мерной сферы единичного 

радиуса. Функция ),(0 axH  при 0x  является 

решением уравнения 0=),(0 axHa ijij . 
Определение. Функция ),( xH  называется 

фундаментальным решением [3] для оператора L , 
если как функция x  для фиксированного   

),( xH  при x  удовлетворяет уравнению 

0=),(0 xLH  и для любого компакта K   
и Kx ,  0>C   

,|||))](,(),([| ||20 knk
x xCaxHxHD  

2.|| k  
Определение. Главным фундаментальным 

решением ),( xH  оператора L  называется [3] 
фундаментальное решение, экспоненциально 
убывающее при  || x :   
   .||exp|||),(| 2    xcxCxH n         (6) 

Для непрерывной и ограниченной плотности 
  будем рассматривать  потенциал простого слоя  

.)(),(=)( dsyyxHxU
S

   
Теорема 1. Пусть 3n , коэффициенты 

оператора L  удовлетворяют условиям (2), (3), 
0c , граница S  области Q  удовлетворяет 

условию Ляпунова 1,CS  и компактна. Пусть 
либо у оператора L  существует главное 
фундаментальное решение ),( xH , либо =L . 
Тогда существует положительная функция  

,0>)(0)>( Sxx    
такая, что модифицированный  потенциал 
простого слоя   

dyyyyxHxU
S

)()(),(=)(ˆ    

является ограниченным оператором из )(1, SC    

в )(2, QC  , то есть  
),()()(ˆ 1,2, SCQCxU     

причем  
.;,ˆ)( )(1,)(2,1,   |||||||| SCQUSC   
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Доказательство. Случай внешней и внутрен-
ней области рассматривается одинаково. Пусть 
для определенности область Q  ограничена, и мы 
хотим установить существование функции  , 
указанной в теореме, для внешней области 

QQ n \= R . 
В области Q  рассмотрим первую краевую 

задачу:   








.0|
,1

Su
QвLu

                         (7) 

Ее решение u  существует и )(1, QCu  , см. [2]. 
В случае внешней области надо добавить условие 
на бесконечности 0=)(u  и заменить уравнение 
из  (7) на hLu = , где неотрицательная финитная 
функция )(0

nCh R  равна единице при Rx || , 
а число R  таково, что Q  содержится в открытом 
шаре радиуса R  с центром в нуле. 

На поверхности S  рассмотрим функцию   
  ),(|= 0, SCu S


                    (8) 

где 
 
uu =  – производная по конормали 

),...,(= 1 n , jiji a   . В силу принципа 

максимума 0>u  в Q . Поскольку 0=|Su , то  
в любой точке поверхности S  выполнены условия 
теоремы Жиро о знаке косой производной [5]. 
Поэтому Sxxux 0>)(=)(  . В силу ком-
пактности S  существует 0>)(:0>  x  

Sx . Так как   отделена от 0  и )(0, SC   , 

то )(1/ 0, SC   . 
В области Q  для произвольной функции 

)(1, SC   рассмотрим первую краевую задачу:   

 







).(=|
,0

1, SCv
QвLu

S


        (9) 

Существует единственное решение u  
)(1, QC   [2] этой задачи и  

.,, )(1,)(1,   |||||||| SCQv   
 Рассмотрим функцию uvw =  и обозначим 

Lwf = . Имеем:  
 jiij vuauLvuLvuvLf 2=)(=  

,)(2= 0, QCvuav jiij
  

.,,, )(1,
2

)(1,
1

)(0,   |||||||||||| SCQuCQf   
Обозначим  








.\,0
,,1=)(
QRx

Qxx n  

Для функции w  справедлива формула Грина  

,)(),()(),(=)()( dyywyxHdyyLwyxHxwx
SQ     

,nRx  при условиях теоремы 1 установленная  
в [6]. Учитывая, что  

,=|=||=|  SSSS vuvuvuw   

для области Q  получаем 
.),(=)(ˆ QxxVfxU  

Из оценок для объемного потенциала [6] теперь 
вытекает, что )(ˆ 2,  QCU  , причем  

 )(2,)(2, ,=,ˆ  |||||||| QVfQU  
)(1,

2
)(0,

1 ,,   |||||||| SCQfC   
Теорема доказана. 

Теорема 2. Пусть 2,CS   – компактна,  
а для коэффициентов оператора L  выполнены 
условия (2), (3). Пусть для оператора L  
существует главное фундаментальное решение. 
Тогда для функции jiijaa  =][=   

),()(ˆ 1,2, SCQCU     
)(0)>( 1, SCC   

.,,ˆ )(1,)(2,   |||||||| SCQU   
Доказательство. Запишем представление  

  dtxxHt
t 2
0

2 ),,(=),(  

,),(),,(2
0

 dydyHtyxnR
t

   
которое авляется частным случаем формулы [4], 
связывающей фундаментальные решения для 
эллиптического и соответствующего ему 
параболического уравнения. Умножив это 
равенство на Sa  ),()]([  с непрерывной 
плотностью   и проинтегрировав по S , 
получаем:  

   dsdatxxUt
S

t
)()]([),,(=)(ˆ 2

0
2  

             .)(ˆ),,(2
0

 dydyUtyxnR
t

              (10) 

Если )(1, SC  , то )(1,2   Ct


  

и )(1,)(1,2 ;;   |||||||| SCt  . Так как Û  

)(0, nC R , то объемный потенциал в правой 

части принадлежит )(2, nC R . Первый же 
интеграл является модифицированным 
потенциалом простого слоя для параболического 
уравнения. Его гладкость была исследована в [7]. 
В частности, он принадлежит )(2, C . Отсюда 

заключаем, что )(ˆ 2,2   CUt


,  

 )(1,2)(2,2 ,[;ˆ   |||||||| tCUt  

.;],ˆ )(1,
1

)(0,   |||||||| SCUt   
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Зафиксировав 1=t , имеем: )(ˆ 2, QCU  ,  
.;;ˆ;ˆ )(1,)(2,2)(2,   |||||||||||| SCUtQU   

Пусть теперь )(ˆ 2, QCU  . Так как   

непрерывна, то )(ˆ 0, DCUt 


 . Параболический 

объемный потенциал в правой части (10) 
принадлежит )(2, DC 


. Учитывая, что Ut ˆ2  

)(2,  C


, делаем вывод, что первый интеграл  

в (10), являющийся модифицированным 
параболическим потенциалом простого слоя, 

принадлежит )(2, C


. Отсюда следует [7],  

что )(1,2   Ct


. Зафиксировав 1=t , получаем, 

что )(1, SC  . 
Теорема доказана. 
Следствие 3. Пусть выполнены условия 

теоремы 2 и )(| 1, SCa Sij
 . Тогда 

),()( 1,2, SCQCU     
)(0)>( 1, SCC    

.,, )(1,)(2,   |||||||| SCQU   
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THE METHOD OF TRANSFORMING MATRIX FOR THE EVIDENCE  
OF INTEGRAL MANIFOLDS` EXISTENCE  

 
M.I. Kuptsov, S.L. Yablochnikov, I.M. Kuptsov 

 

Рассматривается задача нахождения локального ненуле-
вого интегрального многообразия нелинейной (n+m)-мерной 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений, правая 
часть которой является периодической вектор-функцией по 
независимой переменной и содержит параметр. Предполагает-
ся, что у изучаемой системы имеется n-мерное тривиальное 
интегральное многообразие при всех значениях параметра,  
а соответствующая линейная подсистема имеет m-пара-
метрическое семейство периодических решений. Это означает, 
в частности, что линейная система не обладает свойством экс-
поненциальной дихотомии. Допускается, что матрица линейно-
го приближения системы при нулевом значении параметра 
является функцией от независимой переменной. Проблема 
существования интегрального многообразия сводится к про-
блеме разрешимости операторных уравнений в пространстве 
ограниченных Липшиц-непрерывных периодических вектор-
функций. Для доказательства наличия интегрального многооб-
разия исходная система подвергается линеаризации, к которой 
применяется метод преобразующей матрицы. Метод преобра-
зующей матрицы удается распространить в том числе и на 
случай отсутствия линейных по параметру членов операторных 
уравнений. Получены достаточные условия существования  
в окрестности состояния равновесия системы n-мерного нену-
левого периодического интегрального многообразия. 

The considered issue is to find a nonzero local integral mani-
fold of a nonlinear (n+m)-dimensional system of ordinary differen-
tial equations, where the right part is a periodic vector-function of 
independent variable and consists of parameter. It is assumed that 
the researching system has n-dimensional trivial integral manifold 
with all parameter points and corresponding linear subsystem has 
the m-parametric family of periodic solutions. In particular it means 
that the linear system does not have the property of exponential 
dichotomy. It is assumed that the matrix of linear approximation of 
the system with zero parameter points is a function of the indepen-
dent variable. The problem of existence of integral manifolds is 
reduced to the issue of operator equations solution in the space of 
bounded Lipschitz-continuous periodic vector functions. Lineariza-
tion is used to prove the existence of integral manifolds of the origi-
nal system, where the method converts the matrix. The method of 
transforming the matrix has been used including the case of absence 
of a linear in the parameter of the operator equations members. The 
sufficient conditions of existence in the neighborhood of the equili-
brium state of the system n-dimensional nonzero periodic integral 
manifolds were received. 

 

 
Ключевые слова: метод преобразующей матрицы, инте-

гральное многообразие, система обыкновенных дифференци-
альных уравнений, операторное уравнение, уменьшение раз-
мерности фазового пространства. 
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Пусть система обыкновенных дифференци-
альных уравнений 

 tyfy ,,                           (1) 
для любых  , t  имеет состояние равновесия 

0y  и в области 21   ее решения сущест-
вуют и единственны. Здесь и далее ,, yf  – 

-)( mn  векторы, 
dt
dyy  ,    tyfTtyf ,,,,   , 

  ,: 11
mnRyy      22 :   

,mnR   21,   – константы, pR  – стандартное 
евклидово пространство размерности p  и   – 

евклидова норма в pR .  
Предположим, что замена переменных 

  )(,,,,   txy                  (2) 
систему (1) приводит к виду 

 
 






,,,,
,,,,

tx
xtxXx







                     (3) 
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где  ,,  – -)( mn  векторы, X  – -)( nn  
матрица, x  – -n вектор, ,  – -m векторы, 
  0,,,  tx   при 0x ,   0,,0,  t . Кроме 

того, будем полагать, что система 
 
 






,,,0,0

,,,0,0
t

xtXx






                     (4) 

имеет m-параметрическое семейство  
 ,,0 txx    0 , t    

ненулевых kT-периодических решений.  
Будем говорить, что у системы (1) существует 

n-мерное нетривиальное периодическое инте-
гральное многообразие  t,0 , если для всех 0  
найдется такое значение  00    параметра  , 
при котором 

     ttt ,,,,, 000  

       ttttf ,,,,,,, 0000   , 
причем  t,0  не обращается в ноль ни при ка-
ких значениях 0  и t , является ω-периодическим 
по компонентам m-вектора 0 , kT-периодическим 

по t , где k натуральное число,  t,0   оп-
ределяет интегральную кривую на многообразии. 
Задача существования нетривиального периодиче-
ского интегрального многообразия системы (1) 
вблизи ее состояния равновесия и решается  
в данной работе. 

Общий подход к решению поставленной  
задачи, разработанный Н.Н. Боголюбовым,  
Ю.А. Митропольским и А.М. Самойленко [1–4], 
состоит в построении функции Грина и успешно 
применяется для многих систем вида (3) (см., на-
пример, [5, 6]). Однако в данном случае этот под-
ход реализовать не удается, поскольку система (3) 
при всех значениях параметра   имеет нулевое 
интегральное многообразие 0x , а система (4) – 
m-параметрическое семейство периодических ре-
шений. Указанные условия удается обойти лишь  
с помощью нахождения решения вспомогательно-
го векторного (бифуркационного) уравнения  
и перехода в его окрестность [7, 8]. 

Изложенные в данной работе результаты по-
лучены на основе модификации предложенного  
в [9] метода преобразующей матрицы, применение 
которого позволили получить новые достаточные 
условия существования локального интегрального 
многообразия для систем более общего вида,  
чем рассматриваемые в работах [10–15]. 

Пусть     21,,   tF  – ω-периодиче-
ские по компонентам вектора φ ограниченные со-
ответственно числами 10  и 20  вектор-функции, 
удовлетворяющие условию Липшица: 

    ,,, 211221112211 tttFtF     (5) 
 

    ,212121                (6) 

имеющие соответственно размерность n и l, 
mnl 0 ,  tF ,  – kT-периодическая по t,  

 
 
 

  ,,sup,

2/1

1
,0

,0


















 





n

i
i

kTt

tFtF
i




 

 
 

 
2/1

1 ,0
sup












 

 

l

i
i

i




. 

Отметим, что если для множеств i  ввести  
указанную норму, то они становятся выпуклыми 
компактами [9, С. 15]. 

Для решения дифференциального уравнения  
    ,,,,, 00 ttF                   (7) 

удовлетворяющего начальным данным   ,0 0   

примем обозначение .F
t  Пусть, кроме того, 

 tY F ,0  – матрицант уравнения 

     xttFXx F
t  ,,,, 00  .          (8) 

Здесь и далее   10 , tF  , lmn   значе-
ний компонентов вектора ε приняты равными 0,  
а вместо оставшихся l значений в уравнения  
системы (3) подставлены элементы функции 
  20  . 

Определение. Неособенную функциональ-
ную nn -матрицу  0

FQ  с постоянным опреде-
лителем, непрерывную по всем своим переменным 
и ω-периодическую по компонентам вектора 0 , 
будем называть преобразующей матрицей системы 
(3), если у матрицы 

    00,  
F

n
F QIkTY                  (9) 

существует, по крайней мере, один ненулевой 
столбец  0

Fq . Здесь nI  – единичная nn -
матрица. 

Обозначим  
    mnn RRxx  21 :,:  . 

Здесь и далее мы предполагаем, что правые 
части системы (3) являются ω-периодическими  
по компонентам вектора φ и T-периодическими  
по независимой переменной Rt  , непрерывны  
и обеспечивают существование и единственность 
решений системы (3) в области 1mR  при 
достаточно малых 1  и 2 . Иначе говоря, мы по-
лагаем, что замена переменных (2) сохраняет 
свойства существования и единственности реше-
ний системы (1). 

Введем в рассмотрение систему уравнений 

 

    













 .0,,,,

,0

0
00

0

dtttF

q
kT

F
t

F




        (10) 
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Теорема. Пусть преобразующую матрицу 
системы (3) удается построить так, что существу-
ют такое число l ( mnl 0 ) и такой ненулевой 
столбец  0

Fq , при которых для нахождения 
решения системы (10) достаточно найти решение 
некоторой, вообще говоря, отличной от (10)  
системы l уравнений 

  00 
FS ,                        (11) 

имеющей для каждой функции   10 , tF    

единственное решение  0 F  из множества 2 . 
Кроме того, пусть при  kTt ;0  выполнено: 

    ,, 000 rQtY FF                   (12) 

       
.

,,
*

20
*
01

00
*
0

**
0

ttrr

QtYQtY FFFF







 
 (13) 

Тогда для любого вектора mR0  можно 
указать такое значение параметра  , что система 
(1) будет иметь ненулевое интегральное многооб-
разие в окрестности состояния равновесия 0y . 

Доказательство. Поскольку  0 F  яв-
ляется решением системы (11), то, значит, при 

 0 F  в тождество обращается и выражение 
(10). Следовательно, дифференциальное уравнение 
(8) для каждой функции   10 , tF   имеет  
kT-периодическое решение 

      ,,, 000 CQtYtx FFF            (14) 
где все элементы постоянного n-вектора C равны 
нулю, кроме элемента, соответствующего номеру 
столбца  0

Fq , который равен c – произвольной 
константе. Неособенность преобразующей матри-
цы обеспечивает нетривиальность  txF ,0 . 

Согласно условиям (12) и (13),  txF ,0  
удовлетворяет условию Липшица с постоянной 

cr 1  по переменной 0  и cr 2  по t , ограничено 
числом cr 0 . Значит, за счет уменьшения c всегда 

можно добиться выполнения   10 , txF  . 
Таким образом, мы построили оператор,  

определяемый равенствами (11) и (14), к которому, 
в силу единственности значения  0 F  для каж-
дой функции   10 , tF  , можно применить тео-
рему [16, С. 26] (или теорему I.1.3 [9, С. 20]). Сле-
довательно, у этого оператора существует непод-
вижная точка       CQtYt  

000 ,,   .  

Ясно, что при  0   функции  t,0 , 

t  определяют семейство ненулевых kT-пери-

одических решений системы (3). Действительно, 
для того, чтобы убедится в этом, достаточно  
принять во внимание обращение в тождество 

уравнения (10) и продифференцировать  t,0 , 

учитывая, что функция 
t  удовлетворяет урав-

нению (7). 
Для завершения доказательства теоремы ос-

тается вернуться к системе (1) с помощью замены 
(2). Итак,  t,0  – искомое n-мерное нетриви-
альное периодическое интегральное многообразие 
системы (1). 

Теорема доказана. 
Заметим, что доказательство теоремы 1 в це-

лом повторяет доказательство теоремы о сущест-
вовании интегрального многообразия из [17,  
с. 79] для систем дифференциальных уравнений, 
не разрешенных относительно производных. 

В качестве иллюстрации данной теоремы рас-
смотрим систему специального вида, к которой  
не может быть применен ни один из достаточных 
признаков существования интегральных многооб-
разий из работ [1–15]. 

Пример. Пусть в систему трех дифференци-
альных уравнений  

 
   

  
   

  




















3
2

3
2

2
4

3
24

2

2
11223

23112

3221
2

3
2

2

4
3

24
2

2
11

sin1
cos2cos

,2sin
,2cos

sin1cos

yyyt
tyyty

yyyty
yytyyy

tty














 (15) 

входит только одна векторная величина   
 T321 ,,  ,    332211  iiii aaa  
  i ,     oi  , 22132312 aaaa  . Будем 

также полагать, что для выражений  i  выпол-
нены условия Липшица с такими постоянными i , 
для которых 0i  при 020  . 

После замены переменных ,cos11  xy  
sin, 1322  xyxy  уравнения (15) преобразу-

ются к виду (3): 

 


  
 


















.2cos
,2sinsin

,sin
sin1cos

22

2
2

112

1
22

2
2

1

4
3

24
2

2
11

xt
xxtx

xxx
ttx












 

Тогда система (4) здесь состоит из трех урав-

нений: 












t
xtx
xtx

2cos
,sin
,cos

22

11





 и имеет однопараметриче-

ское ( 1m ) семейство 2π-периодических решений 
,sin

1
tex   ,cos1

2
tex   t2sin5,00   . 

Вместо уравнений (7) и (8) будут соответст-
венно рассматриваться 

    ,,2cos 0202 tFt            (16) 

  
  







,,sin
,,cos

2022

1011
xtXtx
xtXtx







             (17) 
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где           0
4
3

2
0

4
20

2
101 sin1,  ttX  

     ,sin,, 2
0

2
20

2
1

F
ttFtF         0102 ,  tX  

   ,2sin,0
2

1
F
ttF    причем     ,,, 010 tFtF    

  ,,02
TtF           T0302010 ,,    – 2π-

периодические по 0 , а  tF ,0  и по t . 
Кроме того, в силу свойств правых частей сис-

темы (15), решение F
t  уравнения (16) ограниче-

но, удовлетворяет условию Липшица по всем сво-
им переменным при  2,0t  и 2π-периодическое 
по начальным данным 0 . А тогда матрицант 
уравнения (17) представляет собой диагональную 

матрицу    

















  ,,sinexpdiag,

0
010  dXttY

t
F  

  

















   dXt

t

0
02 ,cos1exp  и обладает точно 

такими же свойствами (см., например, [9, С. 29]). 
Выбирая теперь преобразующую матрицу 

  









11
01

0
FQ , для выражения (9) получаем 

      020 2,  
FF QIY  

 

   
.

1,exp1,exp

01,exp

2

0
02

2

0
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2

0
01












































































dXdX

dX

 

Положив тогда в условиях теоремы о существова-
нии интегрального многообразия 3l ,  

   


















  ,1,exp

2

0
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

 dXqF  
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


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










 1,exp

2

0
02 


dX , 

для системы (10) получим представление  
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 
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
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



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
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0
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0
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Значит, в качестве системы (11) достаточно 
рассмотреть систему трех уравнений 

     
     

      
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
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
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

2

0
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2

0
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2
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0

2
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2
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2
1

0
4

30
4

201

.0,2

,02sin,2

,sin,,

232

dF
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dFF

F

F

(18) 

В силу условия 22132312 aaaa   матрица 


















232221

131211

001

aaa
aaaA  будет неособенной и систему 

(18) можно записать в виде 
   0

,1
0  Fy  ,                (19) 

где         0
,
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,
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,
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, ,,   FFFF yyyy  , 

       

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2
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4
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4

20
,

1
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      ,sin,,
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0

2
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2
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2
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




 



  dFF F  

         ,2sin,2
1

2

0
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2
1010

,
2 




 dFy FF  

       


 
2

0
02020

,
3 .,2

1 dFyF  

Путем уменьшения чисел ij  легко убедиться, 
что оператор, задающий уравнение (19), является 
сжимающим и для каждой функции   10 , tF   
переводит пространство 2  в 2 . Этим фактом 
окончательно устанавливается выполнение всех 
условий теоремы и, значит, существование ло-
кального ненулевого интегрального многообразия 
системы (15). 

В заключение отметим, что  i  можно вы-
брать таким образом, чтобы система алгебраиче-

ских уравнений  
 














0
,0

,05,1

2

1

4
3

4
2

2
1





 не имела 

нетривиальных решений, а матрица A  оставалась 
неособенной. Действительно, это выполняется, 
например, при   ,321      322     
и, следовательно, ни один из достаточных призна-
ков существования интегральных многообразий  
не только из работ [1–8], но и из [9–15] не может 
быть приложен к системе (15). 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ЛОГИСТИКИ  
СОЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ 

 
А.В. Лебедев 

Тверской филиал РАНХиГС 
С.В. Видов, М.С. Маскина 

Академия ФСИН России 
 
 

MATHEMATICAL MODELLING OF LOGISTICS OF SOCIAL SYSTEM 
A.V. Lebedev, S.V. Vidov, M.S. Maskina 

 
 

Рассматривается задача динамики транспортных челове-
ческих потоков в социальной системе с учетом особенностей 
организации данной системы. Предложен математический 
метод, позволяющий описать подобную задачу и найти ее ре-
шение. 

 
Ключевые слова: динамика человеческих потоков, логи-

стика, дифференциальные уравнения, социальная система. 

The problem of dynamics of transport human streams i 
n social system taking into account the features of the organization 
of this system is considered. The mathematical method allowing  
to describe a similar task and to find its solution is offered. 

 
 
Keywords: dynamics of transport human streams, logistics, 

differential equations, social system. 
 

Уголовное наказание исполняется в различ-
ных видах исправительных учреждений, преду-
сматривающих различные условия содержания. 
Нахождение осужденного в том или ином виде 
исправительного учреждения может быть описано 
различными моделями [1–4], базирующимися  
на математическом аппарате систем дифференци-
альных уравнений. Все перемещения осужденных 
протекают контролируемым (управляемым) обра-
зом. Количество перемещаемых осужденных оп-
ределяется различными факторами (степенью ис-
правления осужденного, правом на условно-
досрочное освобождение, переполненностью уч-
реждения, близостью его нахождения к месту пре-
дыдущего проживания и т.д.). Знание и понимание 
динамики движения осужденных является чрезвы-
чайно важной задачей для уголовно-исполнитель-
ной системы России. 

Важную роль в описании динамики осужден-
ных играет и теоретическая часть – развитие мето-
дов анализа и формализации математического 
описания различных процессов, которое рассмат-
ривалось в целом ряде работ [1–4]. Преобразова-
ние исходных данных, анализ возможных меха-
низмов движения осужденных – довольно слож-
ный процесс, требующий времени и специальных 
знаний. Однако практическим работникам процесс 
математического преобразования дифференциаль-
ных уравнений не представляет интереса, им 
предпочтительно иметь готовую формулу или дос-
таточно простой алгоритм, позволяющий опреде-
лять интересующие их величины. Несмотря  
на разнообразие видов исправительных учрежде-
ний и условий отбывания наказания, существует 
множество однотипных уравнений, описывающих 
эти процессы. Нами будет показано, что возможно 

получение формул, которые применимы уже  
в готовом виде. 

Для большинства социальных систем сущест-
вует ситуация неопределенности имеющихся дан-
ных, которая характеризуется тем, что рассчитать 
вероятности осуществления каждой из альтерна-
тив на основе имеющихся не полных и не точных 
данных в принципе невозможно. Во многом это 
вызвано самой природой сведений, циркулирую-
щих в экономических и социальных системах,  
к которым следует отнести и уголовно-
исполнительную систему. Если экономическим 
данным свойственна предельная точность и струк-
турированность данных (в прочем не вполне дос-
таточная для полного избегания рисков), то для 
данных социальных систем вопрос об их точности, 
как правило, даже не рассматривается. Они заве-
домо несут в себе определенную ошибку, связан-
ную с недостоверностью представления сведений, 
и сложностью их проверки. В связи с этим прове-
дение расчетов на периодически поступающих 
данных не вполне надежно, и, по мнению авторов, 
построение математических моделей на неболь-
шом количестве выверенных данных – это более 
корректный путь [5]. 

Применим идею метода к системам диффе-
ренциальных уравнений, приведенных к специ-
альному виду. Пусть дана система второго порядка 

)),(),((1)(

)),(),(()(

21
2

21
1

tPtPg
dt

tdP

tPtPf
dt

tdP





               (1) 

где ))(),(( 21 tPtPf  и ))(),(( 21 tPtPg  – рациональные 
функции, а ε << 1. Рассмотрим область на фазовой 
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плоскости, в которой переменные величины х  
и уменяются в пределах от 0 до 1. Пусть знамена-
тели ))(),(( 21 tPtPf  и ))(),(( 21 tPtPg  не стремятся  
к 0 и не обращаются в 0 во всей фазовой плоско-
сти, тогда 1))(),(( 21 tPtPf  и 1))(),(( 21 tPtPg . 

Траектория динамики параметров социальной 
системы на фазовой плоскости определяется  
уравнением 

.
))(),((
))(),((1

21

21

1

2
tPtPf
tPtPg

dP
dP


                 

(2) 

Всюду кроме близкой окрестности изоклины 

0))(),(( 21 tPtPg  производная 

1

1

2 
dP
dP . Следова-

тельно, из любой точки области изображающая 
точка системы за время ≈ε либо достигнет изокли-
ны, либо выйдет за пределы области [6]. Таким 
образом, если начальные значения находятся  
в области притяжения устойчивых стационарных 

решений уравнения ))(),((1)(
21

2 tPtPg
dt

tdP


 , то  

за время ≈ε изображающая точка оказывается  
в ε-окрестности изоклины, и дальнейшее движение 
изображающей точки описывается системой урав-
нений 

)),(),(()(
21

1 tPtPf
dt

tdP


                  
(3) 

))(),((0 21 tPtPg                    (4) 
вплоть до момента потери устойчивости данного 
стационарного решения уравнения. Потеря устой-
чивости происходит в точках, где dg/dP2 = 0, 
d2g/d2P2 ≠ 0. При этом изображающая точка  
либо переходит на другую устойчивую ветвь,  
либо покидает область. 

Пусть дана система уравнений 

,,...,1),,( piyxf
dt
dx

i
i                   (5) 

.,...,1),,( qjyxg
dt

dy
j

j 
                

(6) 

Уравнения типа (5) назовем системой мед-
ленных движений, а уравнения типа (6) – системой 
быстрых движений. Пусть уj  = φj(x) является ре-
шение системы gj (x, y) = 0. Это решение является 
устойчивым в области D пространства (х), если 
для каждой точки (хi0, …, хp0) из D решение 
уj  = φj(x0) является устойчивым положением рав-
новесия системы. 

Рассмотрим вышеизложенный метод в при-
менении к следующей системе уравнений: 

,11 UkSEk
dt
dS

                       (7) 

,211 UkUkSEk
dt

dU
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.2Uk
dt
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
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Отметим, что форма уравнений (7–10) очень 
близка к уравнениям, рассмотренным автором  
в работе [7]. 

Введем безразмерные величины 0/ SS ,

0/ EUe  , tSk 01 , где 0S  и 0E  – начальные зна-
чения соответствующих величин. Исключив  
Е и Р с помощью выражений ( 0SPUS   
и 0EUE  ), имеем 
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где 10 /1 kkK  , 12 /)1( kkkKm  , 00 / SE . 
Рассмотрим возможные случаи: 
1. 0SKm  . 
В этом случае система (11, 12) может быть 

приведена к виду (5, 6) и ее решение приближается 
к решению системы 
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2. 0SKs  , /1/ 0 SKm . 
В этом случае система (11, 12) может быть 

приведена к виду  
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3. /1// 00  SKSK ms . 
После новой замены переменных  /1   

система (11, 12) может быть приведена к виду  

),(
1



 oe

d
d


 

).(
1




 oe
d
de

  

Аналогичный предельный переход возможен 
и в других случаях. Перепишем систему (11, 12)  
в виде  
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4. Пусть 00 ES  , 0SKs  , 1/0  mKS . 
Тогда система (11, 12) приводится к виду  
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5. Пусть 00 ES  , 1// 00  ms KSKS . 
Тогда система (11, 12) может быть приведена 

к виду  
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6. Пусть 00 ES  , 1// 00  ms KSKS . 
Введем новую переменную ep  . Тогда  
система (11, 12) может быть приведена к виду  
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Таким образом, вышеуказанный метод можно 
применять для рассмотрения систем уравнений 
высокой степени при определенных ограничениях. 

При рассмотрении последующих уравнений 
нами будет допущено, что с течением времени  
в системе достаточно быстро устанавливается ква-
зистационарное состояние системы, то есть такое 
состояние, когда каждое промежуточное состоя-
ние (вид отбывания наказания) находится в равно-
весии с другими. Квазистационарное состояние 
означает, что только часть исследуемых перемен-
ных достигает стационарных значений, а другие 
продолжают меняться достаточно медленно. Такой 
метод позволит решать лишь системы уравнений, 
связывающих между собой квазистационарные 
величины, вместо решения систем нелинейных 
дифференциальных уравнений. 

Заметим, что скорость изменения численно-
сти в каждом промежуточном состоянии зависит 
от численности лиц в других состояниях и может 
быть представлена системой дифференциальных 
уравнений 
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Если устанавливается стационарное состоя-
ние, то численность лиц, содержащихся в местах 
лишения свободы, практически не меняется  
с течением времени: 
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Таким образом, получаем систему уравнений, 
решение которой позволяет найти численность 
лиц, соответствующих стационарному состоянию: 
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Однако и в этом случае с увеличением числа 
уравнений в системе процесс нахождения решения 
системы становится очень трудоемким и может 
привести к ошибочным результатам. 

Обозначим через ijk – константу скорости для 
перехода в прямом направлении Ei → Ej, а через 

jik – константу скорости для перехода в обратном 
направлении Ej → Ei, скорость образования  

состояния Ei будет составлять .
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Условие стационарности означает равенство 
нулю производных по времени от всех возможных 
состояний: 
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(13) 

Из n уравнений (13) независимыми являются 
только n–1, поэтому для нахождения всех n 
стационарных состояний необходимо добавить 
еще одно уравнение. Такое уравнение возникнет 
из условия сохранения общей численности (e0):
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Точное равенство нулю производных от всех 
промежуточных состояний может не выполняться, 
поэтому будем говорить о квазистационарном 
приближении на некотором отрезке времени, пока 
можно пренебречь изменением численности  
в промежуточных состояниях по сравнению с из-
менением численности в начальном состоянии. 

В результате получим следующую систему 
уравнений: 
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После того как система дифференциальных 
уравнений сведена к системе линейных уравнений, 
величину em можно найти, пользуясь правилом 
Крамера, согласно которому невырожденная  
система из n линейных уравнений с n переменны-
ми имеет единственное решение, которое может 

быть найдено по формуле ,,,1, nj
A

A
x j

j  где 

A  – определитель системы; jA  – определитель, 

полученный из определителя A  заменой j-го 
столбца столбцом из свободных членов системы. 

Таким образом, авторами предложен матема-
тический метод, который позволяет производить 
описание динамики осужденных в учреждениях 
УИС с учетом функции восстановления преступ-
ности. 
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THE STUDY OF EQUILIBRIUM STATES OF DYNAMIC MODELS  

OF SOCIO-POLITICAL CONTROL IN SOME CRITICAL CASES 
  

E.J. Liskina 
 

 
Исследуется динамическая модель социально-

политического управления, которая представляет собой авто-
номную нелинейную систему дифференциальных уравнений 
второго порядка. Матрица линейного приближения системы 
зависит от параметра и при его нулевом значении имеет пару 
комплексно-сопряженных собственных значений. Нелинейная 
часть является формой второго порядка относительно компо-
нент фазового вектора. Рассмотрены два случая для коэффици-
ентов нелинейной части. Получено условие бифуркации воз-
никновения предельного цикла и возникновения центра в окре-
стности нулевого состояния равновесия. Построены фазовые 
портреты. 

 

We investigate a dynamic model of socio-political control, 
which is an Autonomous nonlinear system of differential equations 
of the second order. The linear approximation matrix of the system 
depends on the parameter and has a pair of complex-conjugate 
eigenvalues at its zero value. The nonlinear part is a second order 
form of the phase vector components. We have considered two 
cases for the coefficients of the nonlinear part. We obtained the 
condition of bifurcation of the limit cycle and the center in the vi-
cinity of the zero equilibrium state and constructed phase portraits. 
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Введение. В работе В.И. Арнольда [1] было 
предложено использовать техническое понятие 
обратной связи при моделировании социально-
политических структур системами дифференци-
альных уравнений. В работе [2] была предложена 
модель с двойной обратной связью вида  
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где x  – скорость производства некоторого про-
дукта, y  – интенсивность руководства социально-
политической ситуацией в регионе (или производ-
ство продукта x  управляется руководством y , 
принимающим решение о скорости производства). 
Слагаемые  xxk1  и  yyk2  (   111 bxaxk  , 

  222 byayk  ) определяют процессы насыще-
ния в рассматриваемой социальной структуре. 
Функции   2

11 ycyyf  , 2
22 )( xcxxf   осу-

ществляют рефлексивную обратную связь соглас-
но «мягкой» модели роста Мальтуса; )(1 yf  пока-
зывает, что скорость роста продукции регулирует-
ся центральным руководством (линейные члены)  
и реагирует на изменения местной региональной 

политики управления (квадратичные слагаемые); 
)(2 xf  показывает, что стабильность производства 

позволяет уменьшить интенсивность центрального 
руководства (линейные члены), но при этом долж-
но сохраниться региональное управление (квадра-
тичные слагаемые). Слагаемые )(1 tF , )(2 tF  отра-
жают основные социально-психологические фак-
торы, влияющие на скорость течения процессов  
в рассматриваемом регионе.  

Также в [2] был рассмотрен частный случай 
модели (1), в котором ,121    )(1 tF  

,0)(2  tF  cc 1 , dc 2 ,  21 bb , aa 1 , 
fa 2 . Предполагалось, что a , с , d , f  – посто-

янные коэффициенты,   – параметр, изменение 
которого влияет на развитие социальной структу-
ры региона. С учетом сказанного система (1) при-
няла вид 
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Было выполнено исследование системы (2) в окре-
стности нулевого состояния равновесия при изме-
нении параметра  , получены условия бифурка-
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ции рождения предельного цикла. В статье [3]  
определены условия аналогичной бифуркации,  
но для ненулевого состояния равновесия, а в рабо-
те [4] – исследованы возможные бифуркации чис-
ла состояний равновесия системы (2). Существен-
ным условием в этих исследованиях является  
выполнение неравенства 0 cfad . 

В настоящей работе предлагается рассмот-
реть следующие случаи:  

1) исследовать изменение поведения траекто-
рий системы (2) в зависимости от изменения пара-
метра   при условии 0 cfad , числа a , с , d , 
f   – различны; 

2) исследовать изменение поведения траекто-
рий системы (2) в зависимости от изменения пара-
метра   при условии fcda  . 

1. Исследование состояний равновесия и 
поведения траекторий системы (2) при условии 
ad – cf = 0, числа a, c, d, f – различны. Рассмот-
рим систему дифференциальных уравнений (2).  
Ее состояния равновесия определяются решения-
ми системы алгебраических уравнений  
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Умножим первое уравнение системы (3) на d,  
а второе на  a  и сложим почленно, тогда с уче-
том условия 0 cfad  система (3) примет вид 
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Обозначим   da
ad


 

 . Непосредственными 

вычислениями получаем следующие случаи для 
множества решений системы (4):  

1) a
d ,    02  ca , тогда система (2) 

имеет два состояния равновесия: 
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Заметим, что    02  ca  при всех 
 
 23 cda

Dcaad


 ,  4322 addaacD  ;  

2) при a
d  получаем следующие состояния 

равновесия системы (2):   
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3) при a
d ,    02  ca  система (2) име-

ет одно состояние равновесия 
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Таким образом, при 0 cfad  система (2) 
имеет два или одно состояние равновесия. Опре-
делим их тип и исследуем поведение траекторий 
системы (2) в их окрестности при    02  ca . 

Рассмотрим состояние равновесия  0;0O . 
Матрица системы линейного приближения имеет 

вид   
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1
0;0A , ее собственные значения 

i  2,1 . При 0  состояние равновесия яв-
ляется грубым фокусом, характер устойчивости 
которого определяется знаком  , поэтому значе-
ние параметра 0  является бифуркационным. 
При 0  перейдем в системе (2) к полярным ко-
ординатам  cosx ,  siny  и, исключая 
переменную t , получим дифференциальное урав-
нение относительно переменных   и  : 
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в котором     cossincos 23 caA  

 32 sinsincos fd  ,     sincos 2aB  

 323 cossincossin dfc  . 
Выберем число 0  так, чтобы для любого 
  ;0  и при всех   2;0  выполнялось не-

равенство   1B , в силу которого правая часть 
уравнения (5) на множестве     ;02;0   может 
быть разложена в ряд  
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сходящийся равномерно на отрезке  ;0  при всех 
  2;0 . В соответствии со схемой, предложен-

ной в [5, C. 71–74], построим функцию последова-
ния уравнения (5) на части положительной полу-
оси Ox , соответствующей значению  00 ;0   : 
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ad  . Так как пер-

вые коэффициенты функции последования 11  , 

03  , 05   при 022  cd  и при 0 ,  
то состояние равновесия  0;0O  является слож-
ным фокусом второго порядка [5, с. 176]. Поэтому 
при изменении параметра   в окрестности точки 
 0;0O  может возникнуть не более двух предель-

ных циклов. 
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Рассмотрим состояние равновесия 

 00 ; yxM ,  
  20 


ca
x


 ,   00 xy  . При 

a
d  и 0  матрица системы линейного при-

ближения в окрестности точки M  имеет вид 
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2,1  могут быть представлены следующим обра-
зом: 

   102,1 Dxfa   , 
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2
1  xcdxfaD  . 

Так как значения 2,1  зависят от значений пара-
метра   и сочетания коэффициентов a , с , d , f , 
то тип состояния равновесия следует определять  
в каждом конкретном случае. При 0  выраже-

ние   d
a0 , а состояние равновесия  00 ; yxM  

имеет координаты 
acd

dx


 20 , 
acd

ay


 20 . Не-

посредственными вычислениями получаем, что 
собственные значения матрицы системы линейно-
го приближения в окрестности точки M  равны  
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откуда следует, что числа 1  и 2  вещественны, 
различны и имеют разные знаки. Таким образом, 
при 0  состояние равновесия  00 ; yxM  явля-
ется седлом. 

При a
d  состояние равновесия  00 ; yxM  

имеет координаты 00 x , cy 1
0  . Матрица сис-

темы линейного приближения в окрестности точки 

M  имеет вид 
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2,1  c
f  вещественны, различны  

и имеют разные знаки. Таким образом, при a
d  

состояние равновесия  00 ; yxM  также является 
седлом. 

2. Исследование состояний равновесия  
и поведения траекторий системы (2) при усло-
вии a = c = d = f. Без ограничения общности можем  
записать систему (2) следующим образом: 
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Проводя рассуждения, аналогичные пункту 1, 
получаем, что система (6) имеет два состояния 
равновесия  0;0O  и  00 ; yxM , в котором 

ax 2
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Рассмотрим состояние равновесия  0;0O , 
для которого 0  является бифуркационным 
значением. Перейдем в системе (6) к полярным 
координатам  cosx ,  siny  и, исключая 
переменную t , получим дифференциальное урав-
нение относительно переменных   и  : 
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в котором      coscossin  aA ,   B  
  cossin  a . Выберем число 0  так, чтобы 

для любого   ;0  и при всех   2;0  вы-
полнялось неравенство   1B , в силу которого 
правая часть уравнения (5) на множестве 
    ;02;0   может быть разложена в ряд  
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сходящийся равномерно на отрезке  ;0  при всех 
  2;0 . Вычисляя коэффициенты функции по-

следования, получаем, что 11  , 0i  при всех 

9;3i . Для исследования поведения траекторий 
уравнения (7), а вместе с ним и системы (6), в ок-
рестности точки  0;0O  запишем соответствую-
щее уравнение в вариациях: 
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где  0,   – решение уравнения (7), удовлетво-
ряющее начальному условию   00,0   , 

  ;0  и   ;00   при всех   2;0 . Тогда 
решение уравнения (8), удовлетворяющее условию 
  00,0   , имеет вид: 
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а условие существования ненулевого 2π-пери-
одического решения уравнения (8), а вместе  
с ним и уравнения (7) можно записать так: 
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B
dA .                 (10) 

Так как   ;00   и   ;0  при всех 
  2;0 , то решение  0,  , удовлетворяю-

щее начальному условию   00,0   , можно 
представить в виде    000,  o .  
С учетом этого (10) можно представить следую-
щим образом: 

           0
2

0 0

1
0

1
0  








 dBAoBA
k

kkkk . (11) 



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
 

ВЕСТНИК РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ ЕСТЕСТВЕННЫХ НАУК · 2018/4 43

Рассмотрим интегралы вида     


dBA k
2

0

. 

Непосредственными вычислениями убеждаемся, 
что при всех 12  nk , Nn , справедливо  

     


dBA k
2

0

 

     



2

0

12cossincossin dn  

   



2

0

2sin12cos dn  

     
  02sin12sin1

2

0
12

2sin1
2

0
2
1

1
 

 







 n
n n

d . 

При всех nk 2 , Nn , получаем  

     


dBA k
2

0

 

    



2

0

2cossincossin dn  

    






2

0

2

0

2
2 cossincossin dC

n

i

inii
n  

  


 
n

i

iniinii
n dC

2

0

2

0

1221
2 cossincossin


 . 

Так как при i  четном число 1i  – нечетное, 
in 2  – четное, 12  in  – нечетное, то 

    0
2

0

 


dBA k . Поэтому при всех Nk  

    0
2

0

 


dBA k , а левая часть выражения (11) 

тождественно обращается в нуль. Следовательно, 
при всех   ;00   решение уравнения (7) 
 0,  , удовлетворяющее начальному условию 
  00,0   , является 2 -периодическим, а со-

стояние равновесия  0;0O  системы (6) – центром. 
Рассмотрим состояние равновесия  ,; 00 yxM  

в котором ax 2
1

0
 , ay 2

1
0

  . Матрица систе-

мы линейного приближения в окрестности точки 

M  имеет вид 










1
1



, ее собственные значе-

ния 12
2,1    при любом   вещественны, 

различны и имеют разные знаки. Таким образом, 
при любом   состояние равновесия  00 ; yxM  
является седлом. 

 

Проиллюстрируем полученные результаты  
на примерах. 

Пример 1. Пусть система (2) имеет вид 











.22

22

26

,13

yxyxy

yxyxx








             (12) 

Фазовые портреты и фазовые траектории сис-
темы (12) при  1;1  представлены на рисун-
ках 1–23. На рисунках 1–5, 7, 10, 14, 18, 20–23 

  2;2t . Численный эксперимент показал, 
что при данных значениях коэффициентов a , с , 
d , f  и при значениях параметра  1;1   
состояние равновесия  00 ; yxM  является седлом. 
На рисунках 6 и 7 показано, что состояние равно-
весия  0;0O  является устойчивым фокусом.  

 

 
Рис. 1. Фазовый портрет системы (12) при 1  

 

 
Рис. 2. Фазовый портрет системы (12) при 5,0  
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Рис. 3. Фазовый портрет системы (12) при 25,0  

 

 
Рис. 4. Фазовый портрет системы (12) при 1,0  

 

 
Рис. 5. Фазовый портрет системы (12) при 01,0  

 

 
Рис. 6. Фазовый портрет системы (12) при 01,0   

в малой окрестности точки  0;0O ,  4;0t  

 
Рис. 7. Фазовый портрет системы (12) при 001,0  

 
Фазовый портрет существенно меняется при 

001,0 . На рисунке 8 показано, что вне ок-
ружности радиуса 0,02 траектории системы (12) 
удаляются от состояния равновесия  0;0O .  
На рисунке 9 представлен фазовый портрет и тра-
ектории системы (12) внутри окружности радиуса 
0,02. Численный эксперимент показал, что вне 
окружности радиуса 0,017 траектории системы 
(12) удаляются от состояния равновесия  0;0O ,  
а внутри окружности радиуса 0,015 – приближа-
ются к нему, то есть точка  0;0O  – устойчивый 

фокус, а в кольце 2222 17,015,0  yx  распо-
ложен неустойчивый предельный цикл. Вопрос  
о существовании второго предельного цикла при 
значении параметра 001,0  остается откры-
тым. Возможно возникновение второго предельно-
го цикла при 00  . 
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Рис. 8. Фазовый портрет системы (12) при 001,0   

в малой окрестности точки  0;0O ,  4;0t  
 

 
Рис. 9. Фазовый портрет системы (12) при 001,0   

в малой окрестности точки  0;0O ,  60;0t  
 

 
Рис. 10. Фазовый портрет системы (12) при 0  

Численное исследование поведения траекто-
рий системы (12) в окрестности состояния равно-
весия  0;0O  при 0  показало, что вне окруж-
ности радиуса 0,001 траектории удаляются от со-
стояния равновесия  0;0O  (рис. 11, 12). Поведе-
ние траекторий внутри этой окружности при 

 100;0t  показано на рисунке 13. 
При 001,0  состояние равновесия  0;0O  

является неустойчивым фокусом (рис. 14–17). 
 

 
Рис. 11. Фазовый портрет системы (12) при 0  в малой 

окрестности точки  0;0O ,  4;0t  
 

 
Рис. 12. Фазовый портрет системы (12) при 0   

в малой окрестности точки  0;0O ,  10;0t  
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Рис. 13. Фазовый портрет системы (12) при 0   

в малой окрестности точки  0;0O ,  100;0t  
 

 
Рис. 14. Фазовый портрет системы (12) при 001,0  

 

 
Рис. 15. Фазовый портрет системы (12) при 001,0   

в малой окрестности точки  0;0O ,  4;0t  
 

 
Рис. 16. Фазовый портрет системы (12) при 001,0   

в малой окрестности точки  0;0O ,  12;0t  
 

 
Рис. 17. Фазовый портрет системы (12) при 001,0  

в малой окрестности точки  0;0O ,  30;0t  
 

 
Рис. 18. Фазовый портрет системы (12) при 01,0  
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Рис. 19. Фазовый портрет системы (12) при 01,0   

в малой окрестности точки  0;0O ,  4;0t  

 
Рис. 20. Фазовый портрет системы (12) при 1,0  

 

 
Рис. 21. Фазовый портрет системы (12) при 25,0  

 

 
Рис. 22. Фазовый портрет системы (12) при 5,0  

 

 
Рис. 23. Фазовый портрет системы (12) при 1  

 
Пример 2. Пусть система (6) имеет вид 

 
 









.22

22

2

,2

yxyxy

yxyxx








             (13) 

Фазовые портреты и фазовые траектории сис-
темы (13) представлены на рисунках 24–37 при 

 5,0;5,0 . На рисунках 24–26, 28, 30, 32, 34–
37   2;2t . На рисунках 27 и 29 состояние 
равновесия  0;0O  является устойчивым фокусом, 
а на рисунках 33 и 35 – неустойчивым фокусом. 
Фазовый портрет системы (13) в малой окрестно-
сти начала точки  0;0O  при 0  (рис. 8–9) 
представлен на рисунке 31. 

 



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
 

ВЕСТНИК РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ ЕСТЕСТВЕННЫХ НАУК · 2018/4 48 

 
Рис. 24. Фазовый портрет системы (13) при 5,0  

 

 
Рис. 25. Фазовый портрет системы (13) при 15,0  

 

 
Рис. 26. Фазовый портрет системы (13) при 01,0  

 

 
Рис. 27. Фазовый портрет системы (13) при 01,0  

в малой окрестности точки  0;0O ,  4;0t  

 
Рис. 28. Фазовый портрет системы (13) при 001,0  

 

 
Рис. 29. Фазовый портрет системы (13) при 001,0  

в малой окрестности точки  0;0O ,  8;0t  
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Рис. 30. Фазовый портрет системы (13) при 0  

 

 
Рис. 31. Фазовый портрет системы (13) при 0  

в малой окрестности точки  0;0O ,  100;0t  
 

 
Рис. 32. Фазовый портрет системы (13) при 001,0  

 

 
Рис. 33. Фазовый портрет системы (13) при 001,0  

в малой окрестности точки  0;0O ,  8;0t  
 

 
Рис. 34. Фазовый портрет системы (13) при 01,0  

 

 
Рис. 35. Фазовый портрет системы (13) при 01,0  

в малой окрестности точки  0;0O ,  4;0t  
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Рис. 36. Фазовый портрет системы (13) при 15,0  

 

 
Рис. 37. Фазовый портрет системы (13) при 5,0  
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КОЛЕБАТЕЛЬНО-ВРАЩАТЕЛЬНЫЕ ЦИКЛЫ 

 ФАЗОВОЙ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  
 

С.С. Мамонов, А.О. Харламова, И.В. Ионова 
Рязанский государственный университет имени С.А. Есенина 

 

VIBRATIONAL-REVOLUTION CYCLES 

 PHASE SYSTEM OF DIFFERENTIAL EQUATIONS 

S.S. Mamonov, A.O. Kharlamova, I.V. Ionova  
 
 

 

В работе рассматривается нефазовая  система диффе-

ренциальных уравнений, для которой получены условия 

существования колебательных циклов. С использованием 
циклов нефазовой системы и вращения векторного поля 

определяются циклы фазовой системы. Проведен сравни-

тельный анализ близости циклов нефазовой и фазовой си-
стем. Показывается, что изменение одного из параметров 

фазовой системы приводит к появлению колебательно-

вращательных циклов различной структуры. 
 

Ключевые слова: система дифференциальных уравне-

ний, колебательно-вращательные циклы, фазовая система,  
мультипликаторы. 

 

 

The paper deals with a non-phase system of differential equa-

tions for which the conditions for the existence of oscillatory cycles are 

obtained. Using cycles of a non-phase system and rotation of a vector 
field, the cycles of the phase system are determined. A comparative 

analysis of the closeness of the cycles of the non-phase and phase sys-

tems is carried out. It is shown that a change in the parameter of the 
phase system leads to the appearance of vibrational-rotational cycles of 

different structures. 

 
 

Keywords: system of differential equations, vibrational-

rotational cycles, phase system, multipliers. 
 

 

Введение. В работе рассматривается нефа-

зовая система дифференциальных уравнений  

)(bAxx  ,  )( uxcT  ,        (1)       

где 
2,, Rcbx , Ru ,    111 )(/  , 

которая в случае  параметра 0u  трансформи-

руется в фазовую систему дифференциальных 

уравнений 

)(bAxx  ,  xcT .              )1( 0  

Рассматривается вспомогательная система диф-

ференциальных уравнений второго порядка 

  )(1y ,  )( uy  .     (2) 

Система (1) при значении 0u  представ-

ляет собой математическую модель системы фа-

зовой автоподстройки частоты, рассмотренную 

в работах [1−3].  В статье продолжены исследо-

вания, проведенные в работах [4, 5]. Решается 

задача определения колебательных циклов фа-

зовой системы )1( 0  с помощью циклов нефазо-

вой системы (1) и системы дифференциальных 

уравнений второго порядка (2). На основе муль-

типликаторных и метрических характеристик 

проведен численный анализ близости циклов 

фазовой и нефазовой систем.  

Теоретические исследования. Аналити-

ческие условия, обеспечивающие существова-

ние колебательного цикла системы (1), сформу-

лированы в работе [5]. Было показано, что  

при 3777.01  , 2787.01  , 4714.2 , 

12.01  , 4.0 , 89.0u  система (1) имеет коле-

бательный цикл с начальными условиями 

0010301 .x  ,  .x 868402  , 4120. . 

Пример 1. Рассмотрим систему дифференци-

альных уравнений (1), где 







 


01

11 
A , 















1
b , 











1

0
c , 01  , 01  , тогда bcT , TT lAc  , 

01  blT , 2, lcrang , TTT clAl 11   , 

01  bАcT  и систему (2) при 0 . Пусть 

35.01  , 2787.01  , 47.2 , 12.0 , 4.0 , 

1u . Система второго порядка (2) имеет колеба-

тельный цикл  00;yA , определяемый начальными 

условиями 420110 .y  , 412.00  . Цикл системы 

второго порядка  00;yA  определяет цикл нефазо-

вой системы третьего порядка (1)  ;; 21 xxB   

при 1u , в случае 011 x , 02 yx  , 0  ,  

где 01 x , 420112 .x  , 412.0 .  

Рассмотрим множество   2
12 :),{( xx   

}2.0)4.1( 22
2  x . Пусть 3U  − оператор сдвига по 

траекториям системы (1)  }0,0:{)( 23  xczU T   

и траектория, соединяющая точки 2
x , )(3

xU , 

пересекает множество }0,0:{  xcz T  в одной 
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точке. Обозначим )()( 33 xUxxQ   − вращение 

векторного поля оператора 3U  [6]. Множество 

2  при 1u  содержит неподвижную точку  

оператора 3U , определяющую  начальные 

условия цикла первого рода системы (1), при 

этом вращение векторного поля 3Q  на границе 

2  множества 
2

  отлично от нуля, 

0),( 23  Q . 

Уменьшим значение параметра u  с 1  до 0, 

при этом нефазовая система (1) превратится  

в фазовую систему )1( 0 . Пусть 4U  − оператор 

сдвига по траекториям системы (1),  

а )()( 44 xUxxQ   − вращение векторного  

поля оператора 4U . Численно показывается,  

что 0),( 24  Q , тогда оператор 4U  при 

025601 .х  , 302412 .х  , 412.0  имеет  

неподвижную точку, определяющую начальные 

условия цикла первого рода фазовой системы 

)1( 0 . На рисунке 1 изображены линии 3P  при 

1u  и 4P  при 0u , описываемые векторами 

)()( 33 xUxxQ   и )()( 44 xUxxQ   соответ-

ственно.  

 
Рис. 1. Линии Р3 и Р4 

 

На рисунке 2 показано взаимное располо-

жение проекций предельных циклов )(1 tz  при 

1u   и )(2 tz  при 0u  на плоскость  21 x;x . 

 
Рис. 2. Проекции  циклов z1(t)  и z2(t)  

на плоскость (x1, x2)  

 

Для системы (1) проведен численный анализ 

мультипликаторов в случае 1u  и 0u . Мульти-

пликаторный коэффициент аппроксимации циклов 

%1110A . . Проводя метрический анализ близости 

циклов фазовой и нефазовой систем, получим сле-

дующие  графики, определяющие искомое расстоя-

ние, изображенные на рисунке 3. 

 
Рис. 3. Графики расстояний )(

1
tz  и )(

2
tz   

для фазовой и нефазовой систем 
 

Коэффициент линейной корреляции и индекс 

корреляции для системы (1) при заданных парамет-

рах соответственно равны 9766012 .r   и 89910.R  . 

Проверяя значимость полученных характеристик  

с помощью критерия Фишера получили, что  

имеет место сильная значимость связи. На рисунке 4 

изображен график корреляции для системы (1).  

 
Рис. 4. График корреляции системы (1) 

 

Изучение системы (1) сводится к нахождению 

цикла первого рода системы второго порядка (2).  

Состояния равновесия системы (2) определяются 

уравнением 0))(( 1   . В рассматриваемом 

примере  у системы (2) наблюдается семь состояний 

равновесия. На рисунке 5  изображен фазовый порт-

рет системы (2), где состояния равновесия 1A , 3A , 

6A , 7A  − фокусы, 2A , 4A , 5A  − седла, )(0 fy   − 

цикл системы. 
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Рис. 5. Фазовый портрет системы (2) 

 

Пример 2. В работе [5] показано, что при 

377.01   у системы )1( 0  существует устойчи-

вый колебательный цикл  tzk
 , два устойчивых 

колебательно-вращательных цикла  tz )0;1(4   

и  tz )1;0(4  с периодом 4 .  

Далее будет показано, что уменьшение па-

раметра 1α  приводит к тому, что у фазовой си-

стемы )1( 0  появляются как устойчивые колеба-

тельные, неустойчивые вращательные, так и не-

сколько колебательно-вращательных циклов 

различной структуры. 

При 305.01   у нефазовой системы (1) 

существуют следующие предельные  

циклы. Один вращательный неустойчивый  

цикл  tz в


,2  с начальными условиями 

05157811 .x  , 2823532 .x  , 412.0   

и мультипликаторами 000024511 . , 

252848162 . , 01025103 . .    

Устойчивый колебательный цикл  tzk
   

с начальными условиями 0582801 .x  , 

734812 .x  , 412.0  и мультипликаторами 

00085211 . , 27520402 . , 93895503 . , 

для которого 00110. .  

Система )1( 0  при 305.01   имеет два 

неустойчивых колебательно-вращательных цик-

ла  tz )0;1(,4  и  tz )1;0(,4 , где цикл  tz )1;0(,4   

с начальными условиями 11672311 .x  , 

36444532 .x  , ,412.0  мультипликаторы 

равны 00008911 . , 10782112 . , 

022110403 . , а цикл  tz )0;1(,4  определя-

ется начальными условиями 20565411 .x  , 

06876832 .x  , ,412.0  мультипликаторы: 

0000761411 . , 09967712 . , 02195203 . .  

У системы )1( 0  также существуют три неустой-

чивых колебательно-вращательных цикла 

 tz )1;1;0(,6 ,  tz )1;0;1(,6  и  tz )0;1;1(,6 . Для цикла 

 tz )1;1;0(,6  с начальными условиями 93686501 .x  , 

50017532 .x  , 412.0 мультипликаторы равны 

000047611 . , 13554372 . , 00448603 . .  

У цикла  tz )1;0;1(,6  следующие характеристики: 

11818611 .x  , 3096232 .x  , 412.0   

и 00029911 . , 6097942 . , 03197403 . .  

Для цикла  tz )0;1;1(,6  46147611 .x  , 

00102632 .x  , 412.0 и 000077711 . , 

64173452 . , 00407503 . .   

Существуют четыре устойчивых колебательно-

вращательных цикла  tz )1;0;1;0(,8 ,  tz )0;1;0;1(,8 , 

 tz )1;0;1;0(,8  и  tz )0;1;0;1(,8 . Для цикла  tz )1;0;1;0(,8  

11804511 .x  , 38259232 .x  , 412.0  

и 0000184911 . , 00094402 . , 61100903 . .  

У цикла  tz )0;1;0;1(,8  2479311 .x  , 0197732 .x  , 

412.0 и 0000134511 . , 000970302 . , 

60321903 . . Для цикла  tz )1;0;1;0(,8  10811 .x  , 

34726932 .x  , 412.0 и 000011511 . , 

000533302 . , 5914903 . . У цикла 

 tz )0;1;0;1(,8  17170811 .x  , 11223632 .x  , 

412.0 и 0000474411 . , 000955602 . , 

60579803 . . 

На рисунке 6 изображены окрестности предель-

ных циклов фазовой системы )1( 0  при 305.01  .  

 
Рис. 6. Окрестности циклов системы )1( 0   

при 305.01   
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На рисунках 7а, б изображены проекции 

циклов  tzk
 ,  tz в


,2 ,  tz )0;1(,4  и  tz )1;0(,4  

на плоскости  21, xx  и  ,2x .  

 
Рис. 7а. Проекции циклов  tzk

 ,  tz в


,2 ,  tz )0;1(,4   

и  tz )1;0(,4  на плоскость  21, xx   

 

 
Рис. 7б. Проекции циклов  tzk

 ,  tz в


,2 ,  tz )0;1(,4   

и  tz )1;0(,4  на плоскость  ,2x  

 

На рисунках 8а, б  изображены проекции 

циклов  tz )1;1;0(,6 ,  tz )1;0;1(,6 ,   tz )0;1;1(,6 .  

 

 
Рис. 8а. Проекции циклов  tz )1;1;0(,6 , 

 tz )1;0;1(,6 ,   tz )0;1;1(,6  на плоскость  21, xx   

 

       

Рис. 8б . Проекции циклов  tz )1;1;0(,6 ,  tz )1;0;1(,6 ,  

 tz )0;1;1(,6  на плоскость  ,2x  

  

На рисунках 9а, б представлены проекции полу-

ченных циклов  tz )1;0;1;0(,8 ,  tz )0;1;0;1(,8 , 

 tz )1;0;1;0(,8  и  tz )0;1;0;1(,8  на плоскости  21, xx   

и  ,2x  соответственно. 

 

Рис. 9а. Проекции циклов  tz )1;0;1;0(,8 ,  tz )0;1;0;1(,8 , 

 tz )1;0;1;0(,8  и  tz )0;1;0;1(,8  на плоскость  21, xx  

       

 

Рис. 9б. Проекции циклов  tz )1;0;1;0(,8 ,  tz )0;1;0;1(,8 , 

 tz )1;0;1;0(,8  и  tz )0;1;0;1(,8  на плоскость  ,2x  
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На рисунке 10 изображены все полученные  

циклы системы )1( 0  при 305.01  .  

       

Рис. 10. Циклы системы (10) при α1=0.305 

 

Дальнейшее уменьшение 1  приводит  

к появлению следующего сценария колебатель-

но-вращательных циклов системы )1( 0 .  

При 3034.01   существует неустойчивый  

колебательно-вращательный цикл  tz )1;0;1(,6 , 

114511 .x  , 307632 .x  , 412.0   

(рис. 11а), который при 255.01   трансформи-

руется в неустойчивый цикл  tz )1;0;1(,6   

с начальными условиями 06811 .x  , 

314932 .x  , 412.0 .  

При 238.01   система имеет устойчивый 

цикл  tz )1(,2  (рис. 11б), для которого 

32611 .x  , 30632 .x  , 412.0  и он при  

174.01   переходит в неустойчивый цикл 

 tz )1(,2  с начальными условиями 41311 .x  , 

94922 .x  , 412.0 . 

 

 

Рис. 11а. Цикл  tz )1;0;1(,6  при α1=0.3034 

 

 
Рис. 11б. Цикл  tz )1(,2  при α1=0.238 

 

На рисунках 12а, б для циклов  tz )1;0;1(,6   

и  tz )1(,2  изображены графики функций 

)()( 2 txxct T  .  

 
Рис. 12а. График )(t  для  tz )1;0;1(,6  

 

 
Рис. 12б.  График )(t  для  tz )1(,2  

 

При 162.01   у системы появляется устойчи-

вый цикл  tz )1;1;2(,6  (рис. 13), 32611 .x  , 

30632 .x  , 412.0 , который при  138.01    

переходит в неустойчивый цикл  tz )1;1;2(,6   

с начальными условиями 459811 .x  , 855822 .x  , 

412.0 . 

Для 126.01   получим устойчивый цикл 

 tz )1;2(,4  (рис. 14), 669611 .x  , 67722 .x  ,  
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переходящий при  122.01   в неустойчивый 

цикл  tz )1;2(,4 , для которого 653411 .x  , 

662422 .x  , 412.0 . 

 
Рис. 13.  Цикл  tz )1;1;2(,6  при α1=0.162 

 

            
Рис. 14.  Цикл  tz )1;2(,4  при α1=0.126 

 

Уменьшение 1  до значения 103.0  приво-

дит к появлению неустойчивого цикла 

 tz )1;2;2(,6  (рис. 15), 8511 .x  , 49622 .x  , 

412.0  трансформирующегося при  

1.01   в неустойчивый цикл  tz )1;2;2(,6 , для 

которого 87911 .x  , 48222 .x  , 412.0 . 

При 099.01   у системы появляется не-

устойчивый цикл  tz )2;1;2;2(,8  (рис. 16), 

61111 .x  , 75622 .x  , 412.0 .  

 
Рис. 15.  Цикл  tz )1;2;2(,6  при α1=0.103 

       
  Рис. 16.  Цикл  tz )2;1;2;2(,8  при α1=0.099 

 

Для  095.01   существует неустойчивый цикл 

 tz )2;1;3;1;2;2(,12  с начальными условиями 

60511 .x  , 745422 .x  , 412.0  (рис. 17).  

 
  Рис. 17.  Цикл  tz )2;1;3;1;2;2(,12  при α1=0.095 

 

Уменьшение 1  приводит к появлению следу-

ющего сценария колебательных циклов системы 

)1( 0 . Устойчивый колебательный цикл у системы 

)1( 0  существует при изменении параметра 1   

от значения 305.0  до 115.0 , при 115.01   началь-

ные условия цикла определяются значениями 

33613901 .x  , 14674122 .x  , 412.0 , а муль-

типликаторы принимают вид 00008311 . , 

i. 6063.0469503,2   и 00520. . При даль-

нейшем уменьшении 1  происходит потеря  

устойчивости колебательного цикла.  
 

Заключение. В работе с использованием вра-

щения векторного поля предложен способ определе-

ния колебательных циклов фазовой системы через 

циклы нефазовой системы. Предложены критерии 

близости циклов двух систем. Произведено исследо-

вание колебательно-вращательных режимов фазовой 

системы, определена область параметров, гаранти-

рующая устойчивость колебательного цикла фазовой 

системы. Получен анализ трансформации сложных 

колебательно-вращательных режимов фазовой си-

стемы, сопровождающих скрытую синхронизацию. 
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ТЕОРЕМА БОЛЯ – ПЕРРОНА  
ОБ АСИМПТОТИЧЕСКИХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ  

ДЛЯ ГИБРИДНЫХ ЛИНЕЙНЫХ ФУНЦИОНАЛЬНО-
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ С ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ 

 
П.М. Симонов  

Пермский государственный национальный исследовательский университет 

 

THEOREM OF BOHL – PERRON ON ASYMPTOTIC PERIODIC 
SOLUTIONS FOR HYBRID  

LINEAR FUNCTIONAL DIFFERENTIAL SYSTEMS WITH AFTEREFFECT  
 

P.M. Simonov 
 

 
Рассматривается абстрактная гибридная система 

функционально-дифференциальных уравнений. Одно уравне-
ние по части переменных функционально-дифференциальное, 
по другой части переменных – разностное, второе уравнение по 
части переменных разностное, по другой части переменных – 
функционально-дифференциальное. Возникает система двух 
уравнений с двумя неизвестными. Применен W-метод 
Н.В. Азбелева к двум уравнениям. Изучены два модельных 
уравнения: одно – это система функционально-дифференциаль-
ных уравнений, второе – это система разностных уравнений. 
Изучены пространства решений. Получена теорема Боля – 
Перрона об асимптотических периодических решениях для 
линейной гибридной системы функционально-дифференциаль-
ных уравнений с последействием. 

 

The abstract hybrid system of functional differential equa-
tions is given. One part of the equation for variable functional diffe-
rential, according to another of the variables is the difference one, 
the second part of the equation for variable differential, according to 
another of the variables is functional differential one. There is a 
system of two equations with two unknowns. Apply W-method 
N.V. Azbelev's to two equations. Two model equations were stu-
died: one is a system of functional differential equations, and the 
second is a system of differential equations. We studied the solu-
tions spaces. Received Bohl – Perron theorem's for the asymptotic 
periodic solutions for the linear hybrid system of functional diffe-
rential equations with aftereffect. 

 
 

Ключевые слова: теорема Боля – Перрона, асимптотиче-
ские периодические функции, гибридная линейная система 
функционально-дифференциальных уравнений с после-
действием, устойчивость, метод модельных уравнений. 

 
 

Keywords: theorem of Bohl – Perron, asymptotic periodic 
functions, hybrid linear system of functional differential equations 
with aftereffect, stability, model equations’ method. 

 
 

1. Введение 
 
Предложенная статья продолжает исследова-

ние, начатое в [1]–[6]. В статьях [1]–[4] изучена 
теорема Боля – Перрона для гибридной линей- 
ной системы функционально-дифференциальных 
уравнений с последействием (ГЛСФДУП) в случае 
экспоненциальной устойчивости. В статьях [5], [6] 
изучена теорема Боля – Перрона для ГЛСФДУП  
в случае асимптотической устойчивости. 

Теория устойчивости развивалась до недав-
них пор главным образом в направлениях, 
указанных еще Ляпуновым. Попытки приспо-
собить старые идеи к уравнениям с запаздыва-
ющим аргументом, и тем более гибридным,  
не всегда оказывались удачными. 

В известных монографиях Х.Л. Массеры  
и Х.Х. Шеффера [7], М.Г. Крейна [8], 
Ю.Л. Далецкого и М.Г. Крейна [9], а также  
в III главе книги Е.А. Барбашина [10] предложено  
и развито новое направление в теории устой-

чивости дифференциальных уравнений. В этом 
направлении свойство устойчивости связывается 
со свойством разрешимости задачи Коши в неко-
тором специальном функциональном простран-
стве. Это понятие называется «допустимость пары 
пространств», разрешимость «задачи о накоплении 
возмущений», устойчивость относительно «вход – 
выход». Идея рассматривать явление устойчивости 
как разрешимость задачи Коши в специальном 
пространстве (определяющем тип устойчивости)  
и современная теория линейных функционально-
дифференциальных уравнений с последействием 
(ЛФДУП) приводят к новым понятиям и методам  
в теории устойчивости. 

Более подробно предлагаемый нами подход  
к задачам устойчивости решений ЛФДУП fx =  
состоит в следующем. Всюду далее предпо-
лагается, что линейное многообразие всех 
решений уравнения fx =  при всех f   
из множества L  всех локально суммируемых 
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функций nf )[0,:  определяется формулой 
Коши  

(0).)()(),(=)(
0

xtXdssfstCtx
t

  

Здесь и ниже n � – пространство векторов 
1col{ ,..., }n    с действительными компонен-

тами и с нормой || || n  . Пространство D  локаль-
но абсолютно непрерывных функций 

: [0, ) nx    . 
Интегральный оператор 

dssfstCtf
t

)(),(=))((
0
  

называют оператором Коши, его ядро ),( stC  – 
матрицей Коши,  nn матрицу ),(tX  столбцы 
которой составляют n  линейно независимых 
решений однородного уравнения 0,=x  
называют фундаментальной матрицей. 

Зафиксируем некоторое модельное ЛФДУП 
,=0 zx  для которого известны фундаментальная 

матрица )(0 tX  и матрица Коши ),(0 stC . 
Зафиксируем также некоторое подпространство  
B  пространства .L  Линейное многообразие 

),( 0 BD   всех решений x  модельного уравнения 
zx =0  при всех Bz  определяется равенством 

(0).)()(),(=)( 00
0

xtXdsszstCtx
t

  Таким образом, 

,=),( 000
nBBD    где оператор n :0  

D  определен для любого n  равенством: 
.)(=))(( 00  tXt  Пространство ),( 0 BD   будет 

банаховым, если B  – банахово пространство, 
причем  

.||(0)||=) 0,0( nBBD xxx    

Линейное многообразие ),( BLD  всех 
решений уравнения fx =  при всех Bf   

определяется равенством .=),( nBBD    Для 
широких классов уравнений fx =  многообразия 

),( BD   при фиксированном B  совпадают.  
Более того, нормы в этих пространствах 
эквивалентны. Такие пространства естественно 
считать совпадающими (равными). Решения  
этих уравнений обладают в некотором  
смысле одинаковыми асимптотическими 
свойствами. В [11], §  2.1, в предположении 
ограниченности оператора BBD ),(: 0  
показано, в частности, эквивалентности 
утверждений о совпадении пространств ),( 0 BD   
и ),( BD   и существования ограниченного 

обратного оператора   .:1
0 BB   

Совпадение пространств ),( 0 BD   и ),( BD   
решений модельного уравнения и исследуемого 
уравнения fx =  получило название  

0D -устойчивости (или 0D свойства) [11].  

0D -устойчивость при соответствующем выборе 
модельного уравнения и пространства B  
гарантирует устойчивость по Ляпунову (или, 
соответственно, асимптотическую или 
экспоненциальную устойчивость). 

В основе многих приведенных результатов 
лежит преобразование уравнения fx =   
к эквивалентному уравнению вида  

                       )(= 00 gxx                         (1) 
либо к уравнению вида  
                         .)(= 00  zz                         (2) 

Согласно традициям Пермского cеминара 
преобразование уравнения fx =  к уравнению 
(1) получило название «левый» W-метод,  
а преобразование уравнения fx =  к уравнению 
(2) – «правый» W-метод. В теории линейных 
операторных уравнений такие преобразования 
соответственно называются левой и правой 
регуляризацией (задачи, оператора). 

 
2. Основной объект исследований 
 
Обозначим через 

{ ( 1), (0), (1),..., ( ), }y y y y y N    
бесконечную матрицу со столбцами 

( 1), (0), (1),..., ( ),y y y y N  размерами ,n  а через 
{ (0), (1),..., ( ), }g g g g N   бесконечную матрицу со 

столбцами (0), (1),..., ( ),g g g N   размерами .n  
Каждой бесконечной матрице 

{ ( 1), (0), (1),..., ( ), }y y y y y N    
можно сопоставить вектор-функцию  

[ 1,0) [0,1)( ) ( 1) ( ) (0) ( )y t y t y t    

[1,2) [ , 1)(1) ( ) ... ( ) ( )N Ny t y N t       
Аналогично каждой бесконечной матрице 

{ (0), (1),..., ( ), }g g g g N   можно сопоставить век-
тор-функцию 

[0,1) [1,2)( ) (0) ( ) (1) ( ) ...g t g t g t   

[ , 1)( ) ( )N Ng N t    
Символом ( ) [ ]y t y t  обозначим вектор-

функцию ( ) ([ ]),y t y t  [ 1, ).t    Символом [ ]g t  
обозначим вектор-функцию ( ) ([ ]),g t g t [0, ).t   

Множество таких вектор-функций [ ]y   обо-
значим символом 0 . Множество таких вектор-
функций [ ]g   обозначим символом .  Обозначим 
( )( ) ( ) ( 1) [ ] [ 1]y t y t y t y t y t        при 1,t   
( )( ) ( ) [ ] (0)y t y t y t y     при [0,1).t  

Запишем абстрактную гибридную функцио-
нально-дифференциальную систему в виде  



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
 

ВЕСТНИК РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ ЕСТЕСТВЕННЫХ НАУК · 2018/4 60 

              

11 12 11 12

21 22 21 22

,
.

x y x F x F y f
x y y F x F y g
    
     

 
 



    
       (3) 

Пусть пространство L  локально суммируе-
мых : [0, ) nf     с полунормами [0, ]|| ||L Tf  = 

=
0

|| ( ) || n

T

f t dt   для всех 0.T   Пространство D   

локально абсолютно непрерывных функций 
: [0, ) nx     с полунормами [0, ]|| ||D Tx   

[0, ]|| || || (0) || nL Tx x 


  для всех 0T  .  
Пусть пространство   бесконечных матриц 

{ (0), (1),..., ( ), }g g g g N   с полунормами 

0
|| || || || nT

T

i
i

g g


   для всех 0.T   Пространство 

0  бесконечных матриц 
{ ( 1), (0), (1),..., ( ), }y y y y y N    с полунормами 

0
1

|| || || || n
T

T

i
i

y y


    для всех 1T   . 

Операторы 11 11, :F D L , 12 12 0, :F L  , 

21 21, :F D   , 22 22 0, :F     предполагаются 
линейными непрерывными и вольтерровыми. 

Если элементы col{ , }:x y [0, ) [ 1, )      
n n    образуют банахово пространство 

0D M    ( ) ( )n n  B M   (пространство 
,DD  пространство 0 0 ,M   пространство 
,LB  пространство ,M   B , M  – банаховы 

пространства) обладают какими-нибудь  
специфическими свойствами, например 

0 1,0,1,
sup || ( ) || sup || ( ) || ,n n
t k

x t y k
 

  
 


 и для уравне-

ния { , } col{ , }x y f g  с линейным ограниченным 
оператором 0:   D M B M  однозначно раз-
решима задача Коши, то и решения этой задачи 
будут обладать такими же асимптотическими 
свойствами. 

Обозначим: 11 12

21 22

 
 
 

 
 �

 
. Тогда (3) записы-

вается в виде { , } col{ , }.x y f g  
Предположим, что для любых (0) nx    

и ( 1) ny    однозначно разрешима задача Коши 
для «модельной» системы  

0 0
11 12x y   = 0 0

11 12 ,x F x F y z     
0 0
21 22x y   = 0 0

21 22 ,y F x F y u      
где операторы 0 0

11 11, : ,F D L  0 0
12 12 0, : ,F L  

0 0
21 21, : ,F D    0 0

22 22 0, :F    предполагаются 
непрерывными и вольтерровыми. Тогда модель-
ную систему можно коротко записать так: 

0{ , } col{ , }.x y z u  Пусть ее решение имеет пред-
ставление 

11 12 11 12

21 22 21 22

(0)
.

( 1)
U U W Wx x z
U U W Wy y u
        

                 
 

Здесь 0: L D      – непрерывный воль-
терров оператор Коши для системы, 

11 12

21 22

,
W W
W W
 

  
 

  0: n nU D      – фунда-

ментальная матрица для системы, 11 12

21 22

.
U U

U
U U
 

  
 

 

Будем говорить, что уравнение 11 x z   

с оператором 11 11: ( )D  B   0
11( , )D B -устойчиво, 

если для каждой правой части zB  каждое реше-
ние 0

11( , )x D B  [11]. 11( )D D  – область опре-
деления оператора 11 . 

Уравнение 11 x z  с оператором 
0

11 11: ( , )D B B  , удовлетворяющему условию 
выше, 0

11( , )D B -устойчиво тогда и только тогда, 
если оно сильно B -устойчиво. Уравнение 11 x z  
сильно B -устойчиво, если для любого zB  каж-
дое решение x  этого уравнения обладает свойст-
вом xB  и xB  [11, гл. IV, § 4.6; 13]. 

Операторы 11 : ,D L  12 0: ,L   

21 : ,D    22 0:     рассматриваются как при-
ведения на пары 0

11( ( , ), ),D B B  0( , ),M B  
0
11( ( , ), ),D B M  0( , ).M M  Здесь 0

11( , )DD B . Эти 
операторы предполагаются линейные вольтерро-
вые и ограниченные.  

Обозначим пространства: 

00 0{ : || ||y y
      = 

1,0,1,
sup || ( ) || }n

k
y k


 




, 

{ : || ||g g
      = 

0,1,
sup || ( ) || }.n

k
g k


 




 

Банаховы пространства 0  и   – это при-
меры пространств типа 0M  и M . 

Предположим, что общее решение уравнения 
22 y g  для gM  принадлежит пространству 

0M  и представляется формулой Коши:  

11 22[ ] ( ( 1))[ ] ( )[ ]y t y t g t     = 

 = 22 22
0

[ ] ( 1) [ , ] [ ].
t

s
Y t y C t s g s



   

 

3. Теоремы Боля – Перрона 
 

Для обыкновенного дифференциального 
уравнения еще в монографиях [7–10], отмечались 
явления, которые в терминах 11( , )D B -
устойчивости можно сформулировать следующим 
образом. При определенных условиях относитель-
но оператора 11  из 11( , )D B -устойчивости следу-
ет более тонкое асимптотическое свойство,  
а именно 11 1( , )D B -устойчивость, где 1B  – неко-
торое подпространство пространства B . 
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Следуя традиции Пермского семинара [11–
13], соответствующие утверждения будем 
называть теоремами Боля – Перрона. В основе 
следующих доказательств таких теорем лежат 
свойства подпространства LB , вытекающие  
из их порядковой структуры, которую определим 
следующим образом. В векторном пространстве 

n  введем частичную упорядоченность: 
1= col{ , , } 0n    , если 0i  , = 1, ,i n ; 

  , если 0   . Через   будем 
обозначать вектор, определяемый равенством 

1= col{| |, , | |}n    . Будем предполагать, что  
в пространстве n  зафиксирована норма  
|| || n 

, обладающая свойством монотонности: 
|| || || ||n n  

, если     . В соответствии  

с порядком в пространстве n  введем отношение 
порядка в пространстве L . А именно 0y  , если 

( ) 0y t   почти всюду на [0, ) ; y z ,  
если 0y z  . Через y будем обозначать 
функцию, почти всюду на [0, )  определяемую 
равенством ( ) = ( )y t y t  . Относительно банахова 
пространства LB  будем предполагать, что 
норма в пространстве B  согласована с порядком 
через условие идеальности: если z L , y B   
и z y , то z B  и || || || ||z yB B .  

Среди прочих свойств пространств, 
удовлетворяющих этому условию (банаховых 
идеальных пространств [14]), отметим следующие: 
1) норма в таком пространстве B  обладает 
свойством монотонности; 2) любое ограниченное 
по порядку подмножество пространства B  имеет 
точные грани ( B  – K –пространство);  
3) в пространстве B  определены «срезки» – 
операторы умножения на характеристические 
функции M  измеримого множества [0, )M   ; 
4) вложение LB  непрерывно. 

 
4. Асимптотическая устойчивость  
 

Введем подмножество 0B B  всех таких 
функций z B , что для каждой функции z  
выполняется равенство [ , )|| || = 0lim s

s
z B 


. Здесь  

и ниже M  – характеристическая функция 
множества M . Иначе говоря, пространство 0B  
состоит из всех функций z B , стремящихся при 
t   к нулю по метрике пространства B , 
причем нетрудно показать, что 0B  является 
замкнутым подпространством пространства B   
и совпадает с замыканием по норме || ||B  
линейного многообразия всех финитных функций 
z B . Пусть далее 0C  – это подпространство 

пространства C , состоящее из всех таких x C , 
для которых ( ) = 0lim

t
x t


, 

0
|| || || ||C Cx x . 

Будем предполагать, что для пространства B  
и модельного уравнения 0

11x z   выполнены 
условия:  

а) оператор Коши 11W  действует из 
пространства 0B  в пространство 0C  и ограничен; 

б) столбцы фундаментальной матрицы 11U  
уравнения 0

11x z   принадлежат пространству 0C .  
Таким образом, имеет место непрерывное 

вложение 0
11 0 0( , )D CB   и асимптотическая 

устойчивость модельного уравнения. 
Лемма 1. Имеет место непрерывное 

вложение 0
11( , )D CB  .  

Таким образом, в указанных предположениях 
относительно пространства B  и модельного 
уравнения, 0

11( , )D B -устойчивость уравнения 

11 x z  гарантирует устойчивость по Ляпунову,  
а 0

11 0( , )D B -устойчивость – асимптотическую 
устойчивость. 

Сформулируем распространение теоремы 
Боля – Перрона на уравнение 11 x f  [11–13]. 

Теорема 1. Пусть уравнение 11 x z  
0
11( , )D B -устойчиво и оператор 11 11: ( )D L    

действует из пространства 0
11 0( , )D B   

в пространство 0B  и ограничен. Тогда это 
уравнение 0

11( , )D B -устойчиво. 
Обозначим 11 11 11Q W . Справедлива лемма. 
Лемма 2. Пусть линейный ограниченный 

оператор 11 :Q B B  вольтерров и 11 0 0Q B B . 
Тогда если этот оператор имеет обратный 
оператор 1

11 :Q Β B  , то 1
11 0 0Q B B  . 

Введем банахово пространство всех таких 
функций 0g      ( 0

0 0g     ), что для 
каждой функции g  выполняется равенство  

[ , 1, , )|| || = 0lim n n
n

g
 


   (

0[ , 1, , )|| || = 0lim n n
n

g
 


  ). 

Пусть банахово пространство b   
бесконечных матриц { (0), (1),..., ( ), }g g g g N    
с нормой || ||g b . Банахово пространство 00b   
бесконечных матриц { ( 1), (0), (1),..., ( ), }y y y y y N   

{ ( 1), (0), (1),..., ( ), }y y y y y N   с нормой 
0

|| ||y b . Причем вложение b   

( 0 0b   ). Пусть в банаховом пространстве b  ( 0b ) 
выполнены все предыдущие в п. 3 условия. 

Введем подмножество 0b b  всех таких 
функций g  b , что для каждой функции g  
выполняется равенство [ , 1, , )|| || = 0lim n n

n
g  


b . 
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Иначе говоря, пространство 0b  состоит  
из всех функций g  b , стремящихся при t    
к нулю по метрике пространства b , причем 
нетрудно показать, что 0b  является замкнутым 
подпространством пространства b  и совпадает  
с замыканием по норме || || b  линейного 
многообразия всех финитных функций g  b . 
Аналогично определяем пространство 0

0b . 
Будем предполагать, что для пространства b  

и модельного уравнения 0
22 y g  выполнены 

условия:  
а) оператор Коши 22W  действует из 

пространства 0b  в пространство 0
0  и ограничен; 

б) столбцы фундаментальной матрицы 22U  
уравнения 0

22 y g  принадлежат пространству 
0

0 .  
Таким образом, имеет место непрерывное 

вложение 0 0 0
22 0( , )D b   и асимптотическая 

устойчивость второго модельного уравнения. 
Лемма 3. Имеет место непрерывное 

вложение 0
22 0( , )D b  .  

Таким образом, в указанных предположениях 
относительно пространства b  и модельного 
уравнения, 0

22( , )D b -устойчивость уравнения 

22 y g   гарантирует устойчивость по Ляпунову,  
а 0 0

22( , )D b -устойчивость – асимптотическую 
устойчивость. 

Сформулируем распространение теоремы 
Боля – Перрона на уравнение 22 y g   [11–13]. 

Теорема 2. Пусть уравнение 22 y u   
0
22( , )D b -устойчиво и оператор 22 22: ( )D     

действует из пространства 0 0
22( , )D b   

в пространство 0b  и ограничен. Тогда это 
уравнение 0

22( , )D b -устойчиво. 
Обозначим 22 22 22Q W . Справедлива лемма. 
Лемма 4. Пусть линейный ограниченный 

оператор 22 :Q b b  вольтерров и 0 0
22Q b b . 

Тогда если этот оператор имеет обратный 
оператор 1

22 :Q b b , то 1 0 0
22Q b b  . 

 
5. Асимптотически периодические решения 
 
Пусть   – фиксированное положительное 

число. Определим оператор сдвига S  равенством 
)())((   tztzS . Будем предполагать, что 

пространство B  содержит все функции 
константы, S B Bω  и 1=BB S . Таким 

образом, пространство 0B  не содержит  
отличных от нуля функций-констант. Обозначим 

через B  подпространство всех асимптотически 
 -периодических функций: Bz , если 

0)( B zzS . Аналогично определяем простран-
ство C , элементами которого являются такие 

Cx , что 0)( CxxS  . Ниже будем 
предполагать, что пространство B  вольтеррово 
допустимо для модельного уравнения 0

11x z   

и пространство ),( 0
11 BD  вложено в простран-

ство C . Таким образом, ),( 0
11 BD -устой-

чивость уравнения fx =11  означает, что если 

Bf , то любое решение x  этого уравнения 
является асимптотической  -периодической 
функцией. 

Обозначим  SQQSQS 111111],[  , где 

111111 WQ  . Пусть модельное уравнение 0
11x z  

удовлетворяет условиям а) и б) из пункта 4.  
Теорема 1. Пусть уравнение fx =11  

),( 0
11 BD -устойчиво, а оператор LD )(: 1111   

действует из пространства ),( 0
0
11 BD  в простран-

ство 0B  и ограничен, а также 01111 ],[ BB WS  . 

Тогда это уравнение ),( 0
11 BD -устойчиво. 

Эти утверждения дополняют результаты 
работ [15], [16]. Доказательства теоремы 1 
повторяют доказательство теоремы 1 из пункта 4, 
если лемму 2 из пункта 4 заменить на следующее 
утверждение. 

Лемма 1. Пусть оператор BB :11Q  
удовлетворяет условиям леммы 2 из пункта 4. 
Пусть, далее, оператор ],[ 11QS  переводит 
пространство B  в пространство 0B . Тогда 
оператор 11Q  действует в пространстве B . Если, 
кроме того, оператор BB :11Q  имеет обратный 

оператор BB  :1
11Q , то оператор 1

11
Q  действует 

в пространстве B . 
Отметим, что для интегральных уравнений 

Вольтерра утверждения, аналогичные лемме 1, 
приведены в обзоре [17, гл. 2, §  2].  

Пусть     – фиксированное число. Будем 
предполагать, что пространство b  содержит  
все функции константы, S b bω  и 1=bb S . 

Таким образом, пространство 0b  не содержит 
отличных от нуля функций-констант. Обозначим 
через b  подпространство всех асимптотически 
 -периодических функций: bu , если 

0( )S u u b ω . Аналогично определяем простран-
ство 0


 , элементами которого являются такие 

0y   , что 0
0)(  yyS . Ниже будем 

предполагать, что пространство b  вольтеррово 
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допустимо для модельного уравнения  
0
22 g u  и пространство ),( 0

22
bD  вложено  

в пространство 0

 . Таким образом, ),( 0

22
bD -

устойчивость уравнения gy =22  означает, что 
если g b , то любое решение y  этого уравнения 
является асимптотической  -периодической 
функцией. 

Обозначим  SQQSQS 222222 ],[  , где 

222222 WQ  . Пусть модельное уравнение 
0
22 g u  удовлетворяет условиям а) и б)  

из пункта 4.  
Теорема 2. Пусть уравнение gy =22  

),( 0
22 bD -устойчиво, а оператор )(: 2222  D  

   действует из пространства ),( 00
22 bD   

в пространство 0b  и ограничен, а также 
0

2222 ],[ bb WS  . Тогда это уравнение 

),( 0
22

bD -устойчиво. 
Доказательства теоремы 2 повторяют 

доказательство теоремы 2 из пункта 4, если лемму 
4 из пункта 4 заменить на следующее 
утверждение. 

Лемма 2. Пусть оператор bb :22Q  
удовлетворяет условиям леммы 4 из пункта 4. 
Пусть, далее, оператор ],[ 22QS  переводит 
пространство b  в пространство 0b . Тогда 
оператор 22Q  действует в пространстве bω . Если, 
кроме того, оператор bb :22Q  имеет обратный 

оператор bb  :1
22Q , то оператор 1

22
Q  действует 

в пространстве bω . 

 
Сформулируем распространение теоремы 

Боля – Перрона на уравнение { , } { , }x y f g . 
Теорема 3. Пусть     – фиксированное 

число. Операторы 11 11: ( )D L   , 22 22: ( )D     
непрерывно действует из пространства 0

11 0( , )D B  
и 0 0

22( , )D b  в пространства 0B  и 0b , и пусть 

справедливы включения: B],[ 1111WS     0B   

и b],[ 1122WS     0b . Пусть уравнение 11 x f  
0
11( , )D Β -устойчиво и уравнение 22 y g  
0
22( , )D b -устойчиво. Пусть, далее, уравнение 

1 11 12 22 21 1( )x x f        0
11( , )D Β -устойчиво  

и оператор 1 11 0 0:W B B  ограничен, 

справедливо включение 0111 ],[ BB WS  .  
Тогда уравнение { , } col{ , }x y f g  будет 

0( , )D B b ω
ω -устойчивым. 

 
Работа выполнена при финансовой под-

держке РФФИ, № 18-01-00332 A. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ  
РАЗВИТИЯ МНОГОСЕКТОРНОЙ ЭКОНОМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

В УСЛОВИЯХ КОНФЛИКТА (ИГРОВОЙ ПОДХОД) 
 

М.Т. Терёхин 
Рязанский государственный университет имени С.А. Есенина 

 
 

INVESTIGATION A MATHEMATICAL MODEL 
OF THE DEVELOPMENT OF DIVER-SITIED ECONOMIC SYSTEM  

IN CONDITIONS OF CONFLICT (GAMED ACCESS) 
 

M.T. Teryokhin 
 

 
Методом теории игр исследуется проблема развития 

управляемой экономической системы (модель – дифференци-
альные уравнения), находящейся под влиянием двух конку-
рирующих фирм. Управляющее воздействие фирмы, эффек-
тивность которого оценивается функционалом, заданным на 
множествах конечно-мерных векторных пространств, осуще-
ствляется по принципу обратной связи. В основе исследова-
ний лежит теорема о необходимом и достаточном условиях 
существования седловой точки функционала. 

Введено понятие локальной седловой точки, для опре-
деления условий ее существования используются знакоопре-
деленные формы. 

 
Ключевые слова: производственные фонды, оптималь-

ное управление, функционал, седловая точка, декартово про-
изведение множеств, обратная связь. 

The problem of the development of the controlled econom-
ic system (model-differential equations) under the influence of 
two competing firms is investigated by the game theory method. 
The control effect of the company, the effectiveness of which is 
evaluated by the functional specified on the sets of finite-
dimensional vector spaces, is carried out on the basis of feedback. 
The research is based on the theorem on the necessary and suffi-
cient conditions for the existence of the saddle point of the func-
tional. 

The notion of a local saddle point to determine the condi-
tions of its existence used sign-definite form. 

 
 
Keywords: industrial funds, optimization control, functional, 

saddle point, cartesian product of sets, feedback. 

 
 
Введение. Многосекторная экономическая 

система S  (далее – система S ), состояние кото-
рой в любой момент времени [0, ]t T , 0T   – не-
которое число, определяется вектор-функцией 

( ).x t  (объем производственных фондов, 0(0)x x  – 
начальный объем фондов), в процессе развития 
испытывает влияние управляющих воздействий 
(далее – управления) u , v . Результативность раз-
вития системы S  к моменту T  определяется 
функционалом 0( ).х  Учитывая зависимость век-
тор-функции ( )x t  от управлений u , v  функцио-
нал 0( ).х  далее будем записывать в виде 

0( , , ).х u v  
Вполне естественно допустить, что управле-

ния u , v  могут определяться информацией о те-
кущем состоянии системы S  и, следовательно, 
иметь соответствующий вид ( , ( )),u x   ( , ( ))v x   
(принцип обратной связи). 

Пусть Р – множество управлений u , Q  – 

множество управлений v . Пусть *( , ( ))u x P   , 
**( , ( )) ,u x P    *( , ( ))v x Q   , **( , ( ))v x Q    тако-

вы, что  

* *
0 0inf sup ( , , ) ( , ( , ( )), ( , ( )))

v Q u P
K x u v K x u x v x

 
     , 

** **
0 0supinf ( , , ) ( , ( , ( )), ( , ( ))).

u P v Q
K x u v K x u x v x

 
      

Интерес представляет тот случай, когда упра-
вления *( , ( ))u x  , * ( , ( ))v x  , **( , ( ))u x  , **( , ( ))v    
существуют и выполняются равенства 

 
* **

* **

( , ( )) ( , ( )),

( , ( )) ( , ( )).

u x u x

v x v x

    

    
 (1) 

Отметим, что если выполнены равенства (1), 
то будем говорить, что функционал 0( , , )х u v  

имеет седловую точку * *( ( , ( )), ( , ( )))u x v x    ,  

а *( , ( ))u x  , * ( , ( ))v x   – оптимальное управление 
системы S . 

Исследованию проблем теории (антагонисти-
ческих, дифференциальных) игр посвящено доста-
точно большое количество работ. Наиболее глубо-
кие исследования содержатся в работах [1–4].  
Одной из основных проблем теории игр – опреде-
ление условий существования седловых точек  
(ситуаций равновесия). 
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В настоящей работе условия существования 
седловых точек функционала используются для 
исследования математической модели развития 
экономической системы в условиях конфликта, 
приводятся некоторые способы нахождения усло-
вия существования управлений ( )u t , ( )v t , удовле-
творяющих равенствам (1). 

§1. Седловые точки функционала, задан-
ного на декартовом произведении двух мно-
жеств конечно-мерных векторных пространств. 

Предположим, что в результате выполне- 
ния операций, определенных функционалом 

0( , ,х u )v , получим, что 

0 0( , ( , ( )), ( , ( ))) ( , , )K x u x v x F x       , 

0( , , )F x    – функционал, определенный на де-
картовом произведении A B  некоторых мно-
жеств ,n mA E B E  , sE  – s -мерное векторное 
пространство. 

Пусть * * * *
0 0( , ( , ( )), ( , ( ))) ( , , )K x u x v x F x       . 

Следовательно, * *( ( , ( )), ( , ( )))u x v x     – тогда  
и только тогда седловая точка функционала 

0( , , )х u v , когда * *( , )   – седловая точка  
функционала 0( , , )F x   . Это значит, что опреде-
ление условий существования оптимального 
управления системы S  свелось к определению  
условий существования седловой точки функцио-
нала 0( , ,F x  ) . 

Убедимся, что  
0 0sup inf ( , , ) inf sup ( , , )

B AA B
F x F x

  
   

  
 . 

Действительно, при любых A  , B    

0 0( , , ) sup ( , , )
A

F x F x


   


 . 

Тогда 0 0inf ( , , ) inf sup ( , , )
B B A

F x F x
  

   
  

 . Следо-

вательно,  
0 0sup inf ( , , ) inf sup ( , , )

A B B A
F x F x

   
   

   
 . 

Таким образом, если * *( , ) A B     – седло-
вая точка функционала 0( , , )F x   , то  

* *
0 0

0

sup inf ( , , ) ( , , )

inf sup ( , , )
A B

B A

F x F x

F x
 

 

   

 
 

 

 


       (1а) 

и поэтому для любых A  , B  . 
* * * *

0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , )F x F x F x       . (1в) 
И наоборот, если выполнены неравенства (1в), то 
выполнено равенство (1а), то есть точка * *( , )   – 
седловая точка функционала 0( , , )F x   . Это зна-

чит, что точка * *( , )   – седловая точка функ-
ционала 0( , , )F x    тогда и только тогда, когда 
она удовлетворяет неравенствам (1в). Поэтому не-

равенства (1в) можно рассматривать, как опреде-
ление седловой точки, а именно, * *( , )   – седло-
вая точка функционала 0( , , )F x   , если она 
удовлетворяет неравенства (1в) при любых A   
и B  . 

Ставится задача – найти условия выполнения 
равенства 
 0 0sup inf ( , , ) inf sup ( , , )

A B B A
F x F x

   
   

   
  (2) 

и существования седловой точки функционала 
0( , , )F x   . 
Определение 1. Будем говорить, что 

0sup inf ( , , )
A B

F x
 

 
 

 ( 0inf sup ( , , )
B A

F x
 

 
 

) достига-

ется функционалом 0( , , )F x    на множестве 
A B , если существует точка 0 0( , ) A B    , 

удовлетворяющая равенству 0sup inf ( , , )
A B

F x
 

 
 

  

0 0 0( , , )F x    ( 0 0 0 0inf sup ( , , ) ( , , )
B A

F x F x
 

   
 

 ). 

Теорема 1 [2]. Если A  и B  – компактные 
множества и функционал 0( , , )F x    непрерывен 
на декартовом произведении A B , то 

0sup inf ( , , )
A B

F x
 

 
 

, 0inf sup ( , , )
B A

F x
 

 
 

 достига-

ются функционалом 0( , , )F x    на множестве 
A B . 

Доказательство [2]. Из компактности мно-
жеств A  и B  следует, что при любых A  , 

B   0inf ( , , )
B

F x


 


, 0sup ( , , )
A

F x


 


 достигают-

ся функционалом 0( , , )F x    соответственно  
на множествах A  и B . Следовательно, соответст-
венно на множествах A  и B  определены  
функционалы  

0( ) inf ( , , )
B

f F x


  


 , 0( ) sup ( , , )
A

F x


   


 . 

Докажем, что функционал ( )f   непрерывен 
на множестве A . По условию теоремы функцио-
нал 0( , , )F x    непрерывен, следовательно, рав-
номерно непрерывен на множестве A B . Поэто-
му для любого 0   существует 0   такое, что 
для любых 1 A  , 2 A  , удовлетворяющих не-
равенству 1 2    , выполняется неравенство 

0 1 0 2( , , ) ( , , )F x F x                 (3) 
для любых B  . 

Пусть 1 , 2  – произвольные, но фиксиро-
ванные точки множества A, удовлетворяющие  
неравенству 1 2    . Из того, что 

0 1inf ( , , )
B

F x


 


, 0 2inf ( , , )
B

F x


 


 достигаются 

функционалами 0 1( , , )F x   , 0 2( , , )F x    на 



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
 

 

ВЕСТНИК РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ ЕСТЕСТВЕННЫХ НАУК · 2018/4                                            67 

множестве B , следует, что существуют 1 B  , 

2 B   такие, что  

1 0 1 1 0 1( ) ( , , ) inf ( , , )
B

f F x F x


    


  , 

2 0 2 2 0 2( ) ( , , ) inf ( , , )
B

f F x F x


    


  . 

Из определения 0inf ( , , )
B

F x


 


 следует, что  

 0 1 1 0 1 2

0 2 2 0 2 1

( , , ) ( , , ),
( , , ) ( , , ).

F x F x
F x F x

   
   




 (4) 

Возможны следующие случаи: 
а) 0 1 1 0 2 20 ( , , ) ( , , ),F x F x      
б) 0 2 2 0 1 10 ( , , ) ( , , ).F x F x      

В случае а) согласно неравенствам (3), (4) по-
лучим, что 1 2 0 1 10 ( ) ( ) ( , , )f f F x        

0 2 2 0 1 2 0 2 2( , , ) ( , , ) ( , , ) .F x F x F x           
В случае б) с учетом неравенств (3), (4) будем 

иметь 2 1 0 2 2 0 10 ( ) ( ) ( , , ) ( , ,f f F x F x         

1 0 2 1 0 1 1) ( , , ) ( , , )F x F x        .  
Следовательно, 

1 2 0 1 1 0 2 2( ) ( ) ( , , ) ( , , ) .f f F x F x           
Из произвольности 1 A  , 2 A  , удовле-

творяющих неравенству 1 2    , следует не-
прерывность функционала ( )f   на множестве A . 

В силу компактности множества A  
0sup ( ) sup inf ( , , )

A A B
f F x

  
  

  
  достигается функ-

ционалом ( )f   в некоторой точке * A  ,  
то есть * *

0( ) inf ( , , )
B

f F x


  


 . Учитывая, что 

*
0inf ( , , )

B
F x


 


 достигается в точке * B   

( * * *
0 0inf ( , , ) ( , , )

B
F x F x


   


 ), получим, что 

* *
0 0sup inf ( , , ) ( , , )

A B
F x F x

 
   

 
 . Это значит, 

что 0sup inf ( , , )
A B

F x
 

 
 

 достигается функциона-

лом 0( , , )F x    на множестве A B . 
Аналогично доказывается непрерывность 

функционала ( )   на множестве B  и то, что 

0inf sup ( , , )
B A

F x
 

 
 

 достигаются функционалом 

0( , , )F x    на множестве A B . Теорема доказана. 
Известна следующая 
Теорема 2. Пусть функционал 0( , , )F x    

определен и непрерывен на декартовом произве-
дении A B  компактных множеств A , B . 

Тогда 
1) если при любом B   0sup ( , , )

A
F x


 


 

достигается функционалом 0( , , )F x    в единст-

венной точке ( ) A   , то функция ( )   непре-
рывна на множестве B; 

2) если при любом A   0inf ( , , )
B

F x


 


 

достигается функционалом 0( , , )F x    в единст-
венной точке ( ) B   , то функция ( )   непре-
рывна на множестве A . 

Доказательство. Докажем утверждение 1). 
Утверждение 2) доказывается аналогично. 

Пусть 0 B   – произвольная, но фиксиро-
ванная точка, 0 0( )   . Пусть  n  – произ-
вольная, но фиксированная последовательность 
такая, что при любом n  n B  , 0lim nn

 


 . То-

гда в силу компактности множества A  существует 
подпоследовательность последовательности  n , 

 n n    (для простоты рассуждений будем 
считать, что такой подпоследовательностью явля-
ется последовательность  n ), удовлетворяющая 

равенству *lim n
n

A 


  . 

Поскольку функционал 0( , , )F x    непреры-
вен на множестве A B , то 

0 0lim ( , , ) ( ,n nn
F x F x 


 *

0, )  . 

Докажем, что *
0  . Пусть вопреки утвержде-

нию *
0  . Тогда справедливо неравенство 

*
0 0 0 0 0( , , ) ( , , )F x F x    . 
Число 0   выберем согласно неравенству 

 *
0 0 0 0 00 ( , , ) ( , , )F x F x       . (5) 

В силу непрерывности функционала 
0( , , )F x    на множестве A B  окрестность   

точки 0  и окрестность   точки 0  выберем так, 
чтобы в любой точке      , A B        вы-

полнялось неравенство 0 0 0( , , ) ( , ,F x F x    

0 )  . Тогда отсюда и из неравенства (5) следу-

ет, что в любой точке      , A B        бу-
дут выполнены неравенства 

 

*
0 0 0 0 0 0

0 0

( , , ) ( , , ) sup ( ,

, ) sup ( , , ) ( , ( ), ).
A

A

F x F x F x

F x F x
 



    

      
 



  

 
 (6) 

Тогда при любом n  согласно неравенствам 
(6) будут выполнены неравенства 

*
0 0 0 0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , )n nF x F x F x         , 

что противоречит тому, что *lim n
n

 


 . Отсюда 

и из произвольности последовательности ( )n , 
при любом n  n B  , и того, что 0lim nn

 


 , 
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следует непрерывность функции ( )   в точке 

0 . Это значит в силу произвольности точки 0 , 
что функция ( )   непрерывна во множестве B . 
Теорема доказана. 

Множества M  и N  определим соответст-
венно равенствами 

 
  
  

( ), ,

, ( ) .

M A B

N A B

  

  

  

  
 (7) 

M  – график функции ( )  , N  – график функции 
( )  . 

Справедлива  
Теорема 3. Пусть выполнены условия теоре-

мы 2. Тогда для того, чтобы точка * *( , ) A B     
была седловой точкой функционала 0( , , )F x   , 

необходимо и достаточно, чтобы * *( , )    
M N  . 

Доказательство. Необходимость.  
Пусть точка * *( , ) M N    . Это значит, 

что * *( )   , * *( )   . Согласно равенствам 

0 0sup ( , , ) ( , ( ), )
A

F x F x


    


  при любом B  , 

0 0inf ( , , ) ( , , ( ))
B

F x F x


    


  при любом A   

получим, что * * *
0 0( , , ) sup ( , , )

A
F x F x


   


   

*
0inf ( , , )

B
F x


 


 . Поэтому 

* * * * *
0 0 0

* * *
0 0

( , , ) ( , ( ), ) ( , , )

( , , ( )) ( , , ),

F x F x F x

F x F x

      

    

  

 
 

то есть * *( , )   – седловая точка функционала 

0( , , )F x   . 

Достаточность. Пусть * *( , )   – седловая 
точка функционала 0( , , )F x   . Убедимся, что 

* *( , ) M N    . Действительно, из того,  

что * *( , )   – седловая точка функционала  

0( , ,F x  ) , следует, что при любых A  , 

B   * * * *
0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , )F x F x F x       . 

Следовательно, * * *
0 0sup ( , , ) ( , , )

A
F x F x


   


 , то 

есть * *( )    и поэтому * *( , ) M   . 

Из неравенства * * *
0 0( , , ) ( , , )F x F x     

получим, что * * *
0 0( , , ) inf ( , , )

B
F x F x


   


 . Это 

значит, что * * * *
0 0( , , ) ( , , ( ))F x F x     , то есть 

* *( , ) N    и, следовательно, * *( , ) M N    . 
Теорема доказана. 

Замечание 1. Отметим, что при доказатель-
стве теоремы 3 не использовались условия 1), 2) 
теоремы 2. Поэтому в условиях теоремы 3 каждая 
из функций     ,      может быть как 
однозначной, так и многозначной. 

Пусть ( )R Q  – множество однозначных функ-
ций, определенных отображением ( )    
( ( )   ) на множестве ( )B A . Тогда согласно 
теореме 3 любая точка пересечений графиков 
функций ( ) R    , ( ) Q     является 
седловой точкой функционала 0( , , )F x   . 

Отметим также, что теоремы 1, 2 и 3 остают-
ся справедливыми и в том случае, когда функцио-
нал 0( , , )F x    определен и непрерывен в огра-
ниченном множестве D X Y  , где X  и Y  – не-
которые векторы пространства, в которых любое 
ограниченное замкнутое множество является ком-
пактным. В этом случае множества A X , B Y  
выберем так, чтобы для любого A   существо-
вало B  , при котором точка ( , ) D   , и для 
любого B   существовало A  , при котором 
точка ( , ) D   . 

Рассмотрим некоторые частные случаи. 
1. Предположим, что функционал 0( , , )F x    

определен и непрерывен на декартовом произве-
дении A B  множеств  1 :A E     , B   

 1 :E b    , a , b  – некоторые положитель-
ные числа, и при любом B   0sup ( , , )

A
F x


 


 

достигается в единственной точке ( ) A   , при 
любом A   0inf ( , , )

B
F x


 


 достигается в един-

ственной точке ( ) B   . Тогда согласно теореме 
2 функция ( )   непрерывна на множестве B , 
функция ( )   непрерывна на множестве A .  
Следовательно, графики функция ( )  , ( )    
на множестве A B  пересекаются в некоторой 
точке * *( , ) M N     (теорема 3). Следователь-

но, * *( , )   – седловая точка функционала 

0( , ,F x  ) . 
2. Предположим, что функционал 0( , ,F x   

)  определен и непрерывен на декартовом произ-

ведении A B  множеств  1 :A E a    , B   

 1:E b    . Пусть функции 0 ( )   ,    
0 ( )   определены и непрерывны на множестве 

B , функции 0( )   , 0 ( )    определены  
и непрерывны на множестве A  и такие, что при 
любом B   0 ( ) A   , 0 ( ) A   , 
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0 0( ) ( )    , 0 ( ) B   , 0 ( ) B   , 

0 0( ) ( )     при любом A  . 
Символами  ,   обозначим множества, 

определенные соответственно равенствами 

  0 0, : ( ) ( )A B           ,  ,    

 0 0: ( ) ( )A B       , обладающие свойства-
ми: при любом B   существует единственная 
точка    , удовлетворяющая включению 
( ( ), )      и равенству 0 0sup ( , , ) ( ,

A
F x F x


 


  

( ), )   , при любом A   существует единст-
венная точка     такая, что ( , ( ))       
и 0 0inf ( , , ) ( , , ( ))

B
F x F x


    


 . Очевидно, что 

множество A B     . 
Согласно теореме 2 в силу компактности 

множеств  ,   функции    ,     непре-
рывны соответственно на множествах B , A . Сле-
довательно, графики функций     и     пе-

ресекаются в некоторой точке * *( , )      . 

Это значит, что * *( , ) M N     (теорема 3), *( ,  
*)  – седловая точка функционала 0( , , )F x   . 

Отметим, что в общем случае может сущест-
вовать не одно множество   и не одно множест-
во  . В этих условиях число седловых точек 

функционала 0( , , )F x    не менее числа пар 
* *( , )   , * *

     ,  *
    , *

   

   , где    – совокупность множеств  , 

   – совокупность множеств  .  

3. Предположим, что функционал 0( , , )F x    
определен и непрерывен на декартовом произве-
дении A B  множеств A , B  таких, что A   
 1 :E a    ,   2: 0 , 1,2iB E b i       

и при любом B   достигает 0sup ( , , )
A

F x


 


  

в единственной точке ( ) A   , при любом A   
достигает 0inf ( , , )

B
F x


 


 в единственной точке 

( ) B   . Убедимся, что множество A B  содер-
жит седловую точку функционала 0( , , )F x   . 
Действительно, график функции ( )  , областью 
определения которой является множество B , – 
поверхность, расположенная между плоскостями 

a   , a  , график функции ( )   имеет об-
щие точки как с плоскостью a   , так и с плос-
костью a  . В силу непрерывности функций 

( )  , ( )   (теорема 2) их графики пересекаются 

в некоторой точке * *( , ) M N     (теорема 3). 

Следовательно, * *( , )   – седловая точка функ-
ционала 0( , , )F x   . 

Пример 1. Предположим, что функционал 
( , )F    на декартовом произведении A B  мно-

жеств  : 0 , 1,n i i iA E i n         , B   

 : 0 , 1,n i i iE i n         , i , i , i , 

i  – постоянные числа, определен равенством 
( , ) ( )F       в котором ( )   – скалярное 

произведение векторов  1 2, , , n     , 

 1,   2 , , n  . Убедимся, что единственной 
седловой точкой функционала ( , )F    является 

точка * *( , )  ,  *
1 2, , , n     , *

1 ,   

2 , , n  . Действительно, при любом B   
*sup ( , ) ( , )

A
F F


   


 . Следовательно, на множе-

стве B  определена функция   *   . Тогда  
согласно равенствам (7) множество M  определе-
но равенством *{ ( ), } { , }M       , B  . 

При любом A   *inf ( , ) ( , )
B

F F


   


 . 

Это значит, что на множестве A  задана функция 
  *   . Согласно равенствам (7) множество 

N  определено равенством   *, ( ) { , }N       . 
Из определений множеств M  и N  следует, что 

* *( , )   – единственная точка множества M N  
* *( ( , ))M N    . На основании теоремы 3  

приходим к выводу о том, что * *( , )   – единст-
венная седловая точка функционала ( , )F   ,  
значение которого в седловой точке – число 

*( ,F  * * *) ( )    . 
Пример 2. Предположим, что функционал 

( , )F    на декартовом произведении A B  мно-
жеств  1 : 0 2A E      ,  1 :0B E      

2  определен равенством ( , ) sin( )F        

cos( 2 ) 1    . 
При любом B   sup ( , )

A
F


 


 достигается 

функционалом ( , )F    на значениях  , удовле-

творяющих равенствам 
2


   , 3
2

    , 

2 0   , 2    , 2 2    . Следова-
тельно, отображение     , удовлетворяю-
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щее равенству sup ( , ) ( ( ),
A

F F


   


  ) , опреде-

ляет следующее множество R  однозначных функ-

ций 3, , 2 , 2
2 2

R 
               


 

, 2 2      . 
При любом A   inf ( , )

B
F


 


 достигается 

функционалом ( , )F    на значениях   удовле-
творяющих равенствам 0   ,     , 

2    , 2
2


   , 32
2

    . Следова-

тельно, отображение     , удовлетворяю-
щее равенству inf ( , ) ( ,

B
F F


  


  ( ))  , опреде-

ляет следующее множество Q  однозначных 
функций  , , 2 ,Q                    

3,
2 4 2 4
  

      


. 

Непосредственным вычислением устанавли-
ваем, что множества M  и N , определенные ра-
венствами (7) таковы, что  

 7 1 3 3,0 , , , ,0 , 0,0 , ,
2 6 3 2 2

M N 
   

             
      

  

   1 4 2 5, , , ,0 , , , 2 ,0 .
3 3 3 3 3

A B
     

          
     

 

Тогда на основании теоремы 3 каждая из точек 
множества M N  является седловой точкой 
функционала ( , )F   , его значения в этих точках 
определяются равенством ( , ) 1F    . 

§2. Условия существования седловой  
точки функционала, имеющего непрерывные 
частные производные. 

Пусть функционал ( , )F    определен в де-
картовом произведении A B  множеств nA E , 

mB E  и имеет в этом множестве частные произ-
водные по координатам векторов  ,  . Симво-

лами ( ) ( , )kF   , ( ) ( , )rF    обозначим любую  

частную производную порядка k , любую частную 
производную порядка r  функционала ( , )F     
по координатам соответственно векторов  ,  . 

Далее будем предполагать, что функционал 
( , )F    на множестве A B  имеет непрерывные 

частные производные ( ) ( , )kF   , 1,k p , 
( ) ( , )rF   , 1,r q . Из определения седловой точ-

ки следует, что если хотя бы по одной из коорди-
нат вектора   ( , ) 0F     или хотя бы по одной 
из координат вектора   ( , ) 0F    , то  

( , )   не является седловой точкой функционала 

( , )F   . Следовательно, для того, чтобы точка 
* *( , ) A B     была седловой точкой функцио-

нала ( , )F   , необходимо, чтобы все частные 
производные первого порядка были равны нулю, 
то есть * *( , ) 0F    , * *( , ) 0F    . 

Пусть точка * *( , ) A B     такова, что при 

любом 1, 1k p   ( ) * *( , ) 0kF    , при любом 

1, 1r q   ( ) * *( , ) 0rF    . Найдем условия, при 

выполнении которых * *( , )   будет седловой 
точкой функционала ( , )F   . 

Заметим, что если p  – нечетное число или 

хотя бы одна из производных ( ) * *( , ) 0pF     
( q  – нечетное число или хотя бы одна из произ-

водных ( ) * *( , ) 0pF    ), то * *( , )  не является 

седловой точкой функционала ( , )F    (согласно 
определению седловой точки). 

Следовательно, полагая p  и q  четными чис-

лами и представляя функционал *( , )F     

в окрестности точки * , функционал *( , )F     

в окрестности точки *  по формуле Тейлора,  
получим, что 

 * * *( , ) ( , ) ( ) ( )p
pF F Y           , (8) 

 * * *( , ) ( , ) ( ) ( )q
qF F Z           , (9) 

где *     , *     ,  pY   – форма по-

рядка p  относительно  ,  pZ   – форма по-

рядка q  относительно  , ( )p  , ( )q   – 
бесконечно малые относительно соответственно 

p , q . 

Определение 2. Точку * *( , )   назовем ло-
кальной седловой точкой функционала ( , )F   , 

если существует окрестность 1  точки *  и окре-

стность 2  точки *  такие, что при любых 

1A    и любых 2B    выполняются  
неравенства 

* * * *( , ) ( , ) ( , )F F F       . 
Из приведенных рассуждений следует 
Теорема 4. Пусть функционал ( , )F    во 

множестве A B  имеет непрерывные частные 
производные по координатам вектора   до по-
рядка p  включительно и по координатам вектора 
  до порядка q  включительно. 

Тогда для того, чтобы точка * *( , )    
A B   была локальной седловой точкой функ-
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ционала ( , )F   , необходимо, чтобы 
* *( , ) 0F    , * *( , ) 0F    , и достаточно, 

чтобы выполнялись равенства (8), (9), в которых 
 pY   – определенно отрицательная форма, 

 pZ   – определенно положительная форма. 
Отметим, что если выполнены условия тео-

ремы 4 и  
* * *( , ) ( , ) ( )pF F Y       , 

* * *( , ) ( , ) ( )qF F Z       , 

то * *( , )   – седловая точка функционала  
( ,F   ) . 

§3. Существование оптимального управле-
ния системы S. 

Предположим, что развитие системы S  оп-
ределяется моделью вида [5] 
 1 1 2( ) ( ) ( ) ( )x A t x B t u B t v f t    , (10) 

в котором 1( )A t , 1( )B t , 2 ( )B t  – соответственно 
n n , n m , n k  – матрицы, u , v  – управляю-
щие параметры, ( )f t  – n -мерная вектор-функция, 

[0, ]t T . 
Решение ( )x t  модели (10) – вектор-объем 

производственных фондов системы S  в момент 
времени [0, ]t T . Результативность развития сис-
темы S  к моменту T  определяется функционалом 

0( , , )K x u v , 0 (0)x x . 
Будем предполагать, что матрицы 1( )A t , 

1( )B t , 2 ( )B t , вектор-функция ( )f t  определены  
и непрерывны на сегменте [0, ]T . На развитие  
системы S  оказывают влияние две фирмы, кото-
рые обозначим соответственно символами 1 , 

2 , находящиеся в конфликте, фирма 1  посред-
ством управления u , фирма 2  – посредством 
управления v . 

Управляющие воздействия фирм на развитие 
системы S  осуществляются следующим образом: 
фирма 1  оказывает влияние на систему S  с це-
лью увеличения ее дохода (увеличение значения 
функционала 0( , , )K x u v ), фирма 2 , наоборот, 
оказывает влияние на систему S  с целью умень-
шения ее дохода (уменьшения значения функцио-
нала 0( , , )K x u v ). 

Управляющие воздействия определяются  
с учетом информации о состоянии ( )x t  системы 
S  в любой момент времени [0, ]t T  (по принци-
пу обратной связи). 

Рассмотрим следующие способы выбора 
управляющих воздействий. 

 

4. Предположим, что при любом [0, ]t T  

 1 1

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) ( ) ( ) ,

u t S t x t R t
v t S t x t R t




 

 
 (11) 

где 1( )S t , 2 ( )S t , 1( )R t , 2 ( )R t  – непрерывные на 
сегменте [0, ]T  матрицы размерности соответст-

венно m n , k n , m p , k q , pA E   , 

qB E   . Тогда система (11) примет вид 

 * * *
1 1 2( ) ( ) ( ) ( )x A t x B t B t f t     , (12) 

где *
1 1 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A t A t B t S t B t S t   , *

1 ( )B t   

1 1( ) ( )B t R t , *
2 2 2( ) ( ) ( )B t B t R t . 

Замечание 2. В ряде случаев может оказаться 
полезным элементы матриц в равенствах (11) вы-
брать в виде линейной комбинации известных 
функций с неизвестными коэффициентами  
(в частности постоянными). 

5. Предположим, что воздействия фирм  
на развитие системы S  ищутся в ограниченных 
множествах { ( )}u t , { ( )}v t  конечномерных, кусоч-
но-постоянных вектор-функций, определенных  
на сегменте [0, ]T  следующим образом [3]. Для 
построения вектор-функции  ( ) ( )u t u t  сегмент 
[0, ]T  произвольным, но фиксированным образом 
разбивается на   частей точками 00 t   

1t t T     , при любом 0, 1i    на множе-

стве 1[ , )i it t    j -я координата вектор-функции ( )u t  
определяется равенством ( )j iju t  , на сегменте 

1[ , ]t T   – равенством 1( )j ju t   , ij  – число. 

Для построения вектор-функции  ( ) ( )v t v t  
сегмент [0, ]T  произвольным, но фиксированным 
образом разбивается на   частей точками 

0 10 t t t T       , при любом 0, 1i     

на множестве 1[ , )i it t    l -я координата вектор-
функции ( )v t  определяется равенством l ilv  ,  
на сегменте 1[ , ]t T  – равенством 1l lv   , il  – 
число (возможно, в некоторых случаях возникнет 
необходимость выполнить разбиение сегмента 
[0, ]T  на конечное число частей отдельно для каж-
дой координаты вектор-функций ( )u t , ( )v t ). 

Вектор, координатами которого являются 
числа ij , обозначим буквой  , вектор координа-

тами которого являются числа il , – буквой  . 
Множество всех векторов   обозначим буквой 
A , множество всех векторов   – буквой В . 

Из способов выбора управлений ( )u t , ( )v t , 
рассмотренных в пунктах 4, 5, следует, что  
A , В  – множества соответствующих конечно-

мерных векторных пространств. 
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Поскольку модель (10) линейная, то при лю-
бых выборах вектор-функций ( )u t , ( )v t , рассмот-
ренных в пунктах 4, 5, модель (10) имеет единст-
венное, непрерывное решение, определенное  
начальным значением 0 nx E  и существующее  
на сегменте [0, ]T . 

Пусть ( )x t , 0(0)x x  – решение модели (10) 
при одном из рассмотренных выше способов вы-
бора управляющих воздействий ( )u t , ( )v t . Тогда, 
подставляя это решение в функционал 0( , , )K x u v  
и выполняя действия, им определенные, получим, 
что 0 0( , , ) ( , , )K x u v F x   , где 0( , , )F x    – 
функционал, определенный на декартовом произ-
ведении A B . 

Таким образом, приходим к выводу: если 
функционал 0( , , )F x    имеет (локальную) седло-
вую точку, то (локальную) седловую точку имеет 
и функционал 0( , , )K x u v , то есть если * *( , )   – 
(локальная) седловая точка функционала  

0( ,F х , ),   то * *( ( ), ( ))u t v t  – (локальная) седло-

вая точка функционала 0( , , )K x u v , а *( )u t , * ( )v t  – 
оптимальное управление (в малом) системы S  
( *( )u t , * ( )v t  – оптимальное управление в малом, 

если * *( ( ), ( ))u t v t  – локальная седловая точка; 
*( ( ),u t  *( ))v t  – локальная седловая точка функ-

ционала 0( , , )K x u v , если * *( , )   – локальная 
седловая точка функционала 0( , , )F x   ).  
В частности, если управление ( )u t , ( )v t  опреде-
лено согласно пункту 4, то 

* * *
1 1( ) ( ) ( ) ( )u t S t x t R t   , 

* * *
2 2( ) ( ) ( ) ( )v t S t x t R t   , 

где *( )x t  – решение модели (12). 
Следовательно, задача нахождения условий 

существования оптимального управления (в ма-
лом) системы S  свелась к задаче нахождения ус-
ловий существования (локальной) седловой точки 
функционала 0( , , )F x   , определенного в декар-
товом произведении двух множеств конечно-
мерных векторных пространств. 

Способы нахождения (локальных) седловых 
точек функционала 0( , , )F x    рассмотрены  
в §1, §2. 

Итак, пусть развитие системы S  (модель 
(10)) происходит под влиянием управлений u , v , 
определенных в одном из пунктов 4, 5. Решение 

( )x t  ( 0(0)x x ) модели (10) – вектор-объем про-
изводственных фондов, ( )x T  – общий доход сис-
темы S . После выполнения необходимых плате-
жей (налоги, коммунальные услуги и другие обя-
зательные платежи) оставшаяся часть дохода ис-

пользуется для обеспечения уровня потребления 
[6], определенного функционалом 0( , , )F x   , 
другая часть, определенная функционалом накоп-
ления 0( , , )G x   , направляется на замену изно-
шенного и приобретения нового оборудования, на 
социальные и другие благотворительные нужды. 

Пусть nD E  – замкнутое, ограниченное 
множество и пусть при любом 0x D  точка 
( , ) A B     удовлетворяет какому-либо условию 
существования (локальной) седловой точки функ-
ционала 0( , , )F x    (см., например, теорему 4). 
Это значит, что на множестве D  определены 
функции 0( )x , 0( )x , а функционал 0( , ,G x   

)  примет вид 0 0 0( , ( ), ( ))G x x x  . Тогда, учиты-
вая «заинтересованность» системы S , в качестве 
точки ( , )   для исследования может быть взята 

точка * *
0 0( ( ), ( ))x x  , в которой *

0x  определяется 
согласно равенству 

0

* *
0 0 0 0 0 0sup ( , ( ), ( )) ( , ( ), ( ))

x D
G x x x G x x x   


 . 

Пример 3. Предположим, что развитие сис-
темы S  определяется моделью 
 1 4 2x u v  , 2 4 4x u v  , (13) 
в которой u , v  – управления, заданные на сегмен-
те [0, 2] следующими равенствами (принцип  
обратной связи): 

 
1 при [0,1),

( )
при [1, 2],

t
u t

t


  
 (14) 

 1 :1 2A E       , 

 
2 при [0,1),

( )
при [1,2],

t
v t

t


  
 (15) 

 1 : 2 3B E       . 
Функционалы 0( , , )F x   , 0( , , )G x    опре-

делены соответственно равенствами 
2

0 1 2
0

( , , ) (2 ( ) ( ))F x x t x t dt    , 

2

0 1 2
0

( , , ) (4 ( ) 2 ( ))G х x t x t dt    , 

множество D  – равенством  0 1 01:1D x E x     

024, 2 5x   ,  0 01 02,x x x . 

Ставится задача: найти точку * *( , ) A B     
такую, что определенное ею согласно равенствам 
(14), (15) управление * *( ( ), ( ))u t v t  являлось бы  

оптимальным и решение * * *
0( , , ( ), ( ))x x u v     

доставляло бы максимальное значение  
функционалу 0( , , )G x    на множестве решений 

  0, , ( ), ( )x x u v   , 0x D . 
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На сегменте [0, 2]  решение модели (13)  
запишется так: на множестве [0,1)  

1 01( ) 6x t x t  , 1 01(1 0) 6x x   , 1 01(0)x x , 

2 02( ) 12x t x t  , 2 02(1 0) 12x x   , 2 02(0)x x , 
на сегменте [1, 2]  

1 01( ) 6 2 ( 1) 2 ( 1)x t x t t       , 

2 02( ) 12 4 ( 1) 4 ( 1)x t x t t       . 
Непосредственным вычислением устанавли-

ваем, что 0 01 02( , , ) 36 4 2 4 4F x x x        . 
Отсюда 0 01 02sup ( , , ) 44 4 2 4

A
F x x x


  


    , 

0 01 02inf ( , , ) 44 4 2 4
B

F x x x


  


    . Следова-

тельно, на множестве B  определена функция 
  2    , на множестве A  – функция 

  2    , { ( ), } { , ( )} (2, 2)       . По 
теореме 3 ( , ) (2,2)    – седловая точка функ-
ционала 0( , , )F x   , значение которого в этой 
точке 0 01 02( , 2, 2) 52 4 2F x x x   . 

Решение модели (13), определенное на сег-
менте [0, 2]  с учетом седловой точки функционала 

0( , , )F x   , запишется в виде: 
на множестве [0,1)  

1 01( ) 6x t x t  , 1 01(1 0) 6x x   , 

2 02( ) 12x t x t  , 2 02(1 0) 12x x   , 
на множестве [1, 2]  

1 01( ) 6 8( 1)x t x t    , 

2 02( ) 12 16( 1)x t x t    . 
Тогда с учетом седловой точки функционала 

0( , , )F x    получим, что 0( ,2,2) 104G x    

01 028 4x x  . Следовательно, 
0

0sup ( , 2, 2)
x D

G x


  

156  достигается функционалом 0( , 2, 2)G x   
на решении ( )x t  модели (13), определенным  
начальным условием  0 01 02, (4,5)x x x  . 

Таким образом, поставленная задача решена: 
искомой седловой точкой функционала 

0( , , )F x    является точка (2, 2) , оптимальным 
управлением системы S  является 

* 1 при [0,1),
( )

2 при [1, 2],
t

u t
t


  
 

*( ) 2v t   при [1, 2]t  , 
решением модели (13), доставляющим максималь-
ное значением функционалу 0( , 2, 2)G x , является 

1 2( ) ( ( ), ( ))x t x t x t , определенное равенствами 

1( ) 4 6x t t  , 2 ( ) 5 12x t t  , 
на множестве [0,1) , 

1( ) 10 8( 1)x t t   , 2 ( ) 17 16( 1)x t t   , 
на сегменте [1, 2] . 

Пример 4. Предположим, что развитие сис-
темы S  определяется моделью 
 1 1x v , 2x u , 3 2x v , (16) 
в которой управления u , 1v , 2v  определяются  
на сегменте [0,1]  равенствами 
 1 1 1v x t  , 2u x t  , 1 3 22v x t  . (17) 

Уровень потребления определим функциона-
лом 

1
2 2

0 1 2 1 1 2 2
0

( , , , ) (3 ( ) 4 ( ) ( ) 2 ( )F x x t x t x t x t      
2
32 ( ))x t dt , функционал накопления – равенством 

1

0 1 2 1 2 3
0

( , , , ) (2 ( ) 4 ( ) ( ))G x x t x t x t dt      , множе-

ство D  – равенством  0 3 01:1 2,D x E x     

02 031 2, 1 2x x    ,  0 01 02 03, ,x x x x . 
Ставится задача: найти такое начальное зна-

чение 0x D , при котором решение ( )x t  модели 
(16) доставляло бы максимальное значение функ-
ционалу 0 1 2( , , , )G x     на множестве D , а управ-
ление системы S , определенное равенствами (17), 
было бы оптимальным. 

Модель (16), согласно равенствам (17), при-
мет вид 1 1 1x x t  , 2 2x x t  , 3 3 22x x t  , 
решением которой является 

 
1 01 1

2 02

3 03 2

( ) [ ( 1)] ,

( ) [ ( 1)] ,

( ) [ ( 1)] ,

t t

t t

t t

x t x e e t

x t x e e t

x t x e e t







   

   

   

 (18) 

1 01(0)x x , 2 02(0)x x , 3 03(0)x x . 
Подставляя решение модели (18) в функцио-

нал 0 1 2( , , , )F x    , получим, что 
 0 1 2 03 01 1( , , , ) (2 3 )F x d p x x        

 2
01 03 2 02 1(4 3 ) 2 3p x x p x q        (19) 

 2 2
1 2 28 2 8q q q      , 

где 2 2 2 2
01 01 03 02 03

1 ( 1)(3 4 2 2 )
2

d e x x x x x     , p   

2( 2 1)e e   , 21 7(( 1) 2 )
2 3

q e e    . 

Согласно теореме 4 для того, чтобы точка 
* * *

1 2( , , )    была седловой точкой функционала 

0 1 2( , , , )F x     необходимо, чтобы в точке *( ,  
* *
1 2, )   * * *

0 1 2( , , , ) 0F x     , 
1

* * *
0 1 2( , , , ) 0F x     , 

2
* * *

0 1 2( , , , ) 0F x     . 
Вычислением устанавливаем, что 

1 0 1 2 01 03 1 2( , , , ) (3 2 ) 6 8F x p x x q q          , 

2 0 1 2 01 03 1 2( , , , ) (4 2 ) 8 16 ,F x p x x q q           

0 1 2 02( , , , ) 2 4F x px q        . 
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Следовательно, частные производные обра-
щаются в ноль в точке с координатами *   

022
p x
q

  , *
1 01 03( )

2
p x x
q

    , *
2 038

p x
q

  . 

Убедимся, что * * *
1 2( , , )    – седловая точка 

функционала 0 1 2( , , , )F x    . Действительно, учи-
тывая, что 2

1
6qF q  , 

1 2
8q qF q  , 2

2
16qF q  , F   

4q  , получим согласно формуле Тейлора, что 

* * * 2
0 1 2 0 1 2 1

1( , , , ) ( , , , ) (6 16
2

F x F x q q            

2 2 * * *
1 2 2 0 1 216 4 ) ( , , , )

3
qq q F x              

2 2 2
1 2 2

8(3 4 ) 4
3
q q           . Следовательно, 

при любых *  , *
1 1  , *

2 2   будут  
выполнены неравенства 

* * * * * *
0 1 2 0 1 2 0 1 2( , , , ) ( , , , ) ( , , , ),F x F x F x           

то есть * * *
1 2( , , )    – седловая точка функционала 

0 1 2( , , , )F x     при любом 0x D . 
Вычислением устанавливаем, что функцио-

нал 0 1 2( , , , )G x     на решении ( )x t  модели (16)  
с учетом седловой точки функционала  

0( , ,F x  1 2, )   может быть представлен в виде 

0 1 2 1 01 2 02 3 03( , , , )G x a x a x a x      , 
где 1a , 2a , 3a  – постоянные положительные  
числа. Следовательно, наибольшее значение  
на множестве D  функционал 0 1 2( , , , )G x      
примет в точке 0 (2,2,2)x  , приближенно равное 

0 1( , , ,G x    2 ) 44,90  . 
Таким образом, поставленная в примере зада-

ча решена: начальным значением 0x D , при ко-
тором решение ( )x t  модели (16) доставляет мак-
симальное значение функционалу 0 1 2( , , , )G x    , 
является точка 0 (2,2,2)x  ; седловой точкой 
функционала 0 1 2( , , , )F x     является точка 

* * *
1 2

2( , , ) ( , , )
4

p p p
q q q

      ; решением ( )x t  мо-

дели (16), доставляющим максимальное значение 
функционалу 0 1 2( , , , )G x    , – вектор-функция 

1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( ))x t x t x t x t , определенная равенства-

ми (18), в которых * * *
1 2 1 2( , , ) ( , , )      , опти-

мальным управлением систем S  – управление 
 1 2, ,u v v , заданное равенствами (17), в которых 

* * *
1 2 1 2( , , ) ( , , )      , 1 2 3 1 2( , , ) ( ( ), ( ),x x x x t x t  

3( )) ( )x t x t  – решение модели (16), определенное 
выше.  
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ПРЕДЕЛЬНЫЕ ЦИКЛЫ СИСТЕМЫ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

А.В. Петров 
Рязанский государственный университет имени С.А. Есенина 

LIMIT CYCLES OF THE SYSTEM OF SECOND ORDER 

А.V. Petrov 

 

 
Рассматривается система дифференциальных уравнений 

с матрицей линейного приближения, имеющей определитель, 

равный нулю. Получены условия существования нескольких 
предельных циклов второго рода. Рассмотрен пример системы 

с синусоидальной нелинейностью, имеющей три предельных 

цикла второго рода. 

 

The system of differential equations with the matrix of linear 

approach having a determinant equal zero is considered. Conditions 

of existence of several limiting cycles of the second sort are re-
ceived. The example of system with the sinusoidal nonlinearity 

having three limiting cycles of the second sort is considered. 

 

Ключевые слова: система дифференциальных уравнений, 

предельный цикл второго рода. 

 
 

Keywords: system differential equations, limiting cycle of the 

second sort. 

 
В работе рассматривается система дифферен-

циальных уравнений вида  

        
 

 ,
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







xc

bAxx

T


                       (1) 

где 2,, Rxcb  , 0 , 0det A ,    -

периодическая непрерывно дифференцируемая 

функция.  

Система вида (1) изучалась в работе [1]… 

Теорема 1.  Пусть для системы (1)… 

Доказательство. Рассмотрим функции… 

 
Рис. 1. Область значений σ, γ, 

определяющих предельные циклы второго рода 
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